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0. Podatci danas

Svaki dan na razne načine stvaramo i koristimo mnoštvo podataka od slanja po-
ruka i fotografija do kupovine proizvoda i usluga. Podatci su ključni za razvoj
znanosti, tehnologije, umjetnosti i društva. No kako smo došli do toga da na raspo-
laganju imamo toliko podataka? Kako ih prikupljamo, obrađujemo i analiziramo?
I koje su prednosti i izazovi korištenja podataka u različitim područjima?

Ova knjiga namijenjena je čitateljima koji žele doznati više o podatcima i njihovoj
ulozi u našim životima. Ne trebate imati posebno predznanje o podatcima, samo
interes i znatiželju. Knjiga će vam objasniti osnovne pojmove i metode vezane uz
podatke, kao i primjere iz stvarnog svijeta koji pokazuju kako se podatci koriste za
rješavanje problema, donošenje odluka i stvaranje vrijednosti.

Navest ćemo tek neke proizvode koji su nastali zahvaljujući dostupnosti podataka:

• Chatbotovi poput ChatGPT-a, Claudea, Copilota, Geminija i drugih ra-
zvijeni su zahvaljujući javnoj dostupnosti golemih količina tekstualnih
podataka. Ta dostupnost omogućila im je da oponašaju ljudsku komunika-
ciju i služe za brzo dobivanje informacija, automatizaciju zadataka i druge
potrebe. Dok ovo čitate, kompanije koje ih razvijaju aktivno traže nove izvore
podataka jer su postojeći već u velikoj mjeri iscrpljeni.

• Prije njih, tražilice poput Googlea, Binga i DuckDuckGoa omogućile su
korisnicima da brzo i jednostavno pronađu informacije na internetu.

7
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0. Podatci danas

• Društvene mreže kao što su Facebook, Instagram, TikTok, Twitter/X. . .
omogućile su korisnicima da dijele svoje misli, osjećaje, fotografije i vide-
ozapise s prijateljima, obitelji i pratiteljima, stvarajući nove oblike digitalne
interakcije i zajedništva.

• Usluge prijevoza poput Ubera, Lyfta ili Bolta omogućuju nam da naručimo
vožnju s nekim tko je u blizini i platimo je putem aplikacije.

• Usluge mrežnog emitiranja poput Netflixa, Spotifyja ili YouTubea omo-
gućuju nam da gledamo ili slušamo sadržaj koji nas zanima kad god i gdje
god želimo.

• U području razvoja lijekova, računalni modeli i analiza velikih količina po-
dataka pomažu u otkrivanju novih molekula, ubrzavanju kliničkih ispitivanja
i personalizaciji terapija.

• U lancima opskrbe, napredna analiza podataka omogućuje bolje predviđa-
nje potražnje, optimizaciju zaliha i učinkovitiju distribuciju proizvoda.

Razvoj ovih proizvoda i usluga olakšao nam je i obogatio život na mnoge načine,
ali je i otvorio nova pitanja poput privatnosti, sigurnosti, etičnosti i pravde. Kako
možemo biti sigurni da naši osobni podatci neće biti zloupotrijebljeni ili prodani
bez našeg znanja ili pristanka? Kako možemo zaštititi sebe od krađe identiteta,
lažnih vijesti, kibernetičkih napada ili diskriminacije? Kako možemo biti odgovorni
i kritični korisnici i stvaratelji podataka?

Ova knjiga pomoći će vam da bolje razumijete ove izazove i naučite kako se
nositi s njima. Knjiga će vam također pokazati kako možete iskoristiti podatke za
vlastitu dobrobit, bilo da je riječ o osobnom ili profesionalnom razvoju, obrazovanju
ili zabavi. Dat će vam alate i savjete kako možete prikupljati, obrađivati i analizirati
podatke sami ili uz pomoć drugih.

Nadam se da ćete uživati u čitanju ove knjige i da ćete postati dio zajednice ljudi
koji se bave podatcima. Podatci su budućnost, a vi ste dio nje!

0.1. Zašto podatkovna znanost?
Autor je podlegao trendu? Podatkovna znanost (engl. Data Science) zvuči
modernije od statistike. Mnoga sveučilišta u svijetu preimenovala su svoje studijske
programe iz statistike u podatkovnu znanost.

Što je zapravo podatkovna znanost? Je li to novi, moderniji naziv za statistiku
ili se radi o nečemu drugome? Rasprave o tome traju jer postoje različita viđenja
stvari.

Krenimo redom. Statistika je grana znanosti koja se tradicionalno bavila podat-
cima koje su prikupljali znanstvenici iz raznih disciplina. Obradom tih podataka

8
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0.1. Zašto podatkovna znanost?
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Conwayev dijagram iz 2010. godine koji ilustrira što je podatkovna znanost. Prvi ga je
predložio Drew Conway, američki znanstvenik i poduzetnik. Do ideje za dijagram došao
je prilikom rada na svom doktoratu o računalnim metodama u društvenim znanostima.

pokušavalo se utvrditi prate li ti podatci matematičke zakonitosti ili modele. Na
temelju toga donose se zaključci i odluke.

Mnoge metode u statistici razvijene su iz matematike, a nastale su praktičnom
obradom i korištenjem podataka. S razvojem računala pohrana podataka i njihova
obrada postali su bitno lakši. Razvojem interneta, mobilne tehnologije i računalnog
oblaka (engl. cloud computing), prikupljanje, prijenos i obrada podataka dostigli
su novu razinu.

Aritmetičku sredinu na papiru možemo izračunati za desetak brojeva, džepno
računalo moći ćemo koristiti za do 100 brojeva, nakon čega ćemo se morati koristiti
računalom. Danas možemo imati toliko podataka da oni jednostavno ne stanu
na jedno računalo, nego se nalaze na više računala, tj. u računalnom oblaku1.
U tome slučaju, da bismo izračunali aritmetičku sredinu, trebat će nam poseban
algoritam. Izračunavanje drugih jednostavnih statistika, poput medijana, može biti
još složenije.

Brojni današnji proizvodi osmišljeni su tako da od korisnika prikupljaju određene
podatke na temelju kojih vraćaju rezultat, primjerice preporuku sadržaja, rangi-
ranu listu rezultata pretraživanja, predviđanje budućeg ponašanja ili automatski
prepoznati objekt na slici. Taj rezultat korisnik mora dobiti brzo − u roku od
nekoliko sekundi. Pristupi obradi podataka razlikuju se ovisno o tome radi li se o

1Računalni oblak pojam je koji opisuje skup računala koja su povezana preko interneta ili
neke druge mreže. Ta računala mogu dijeliti resurse, podatke i aplikacije međusobno ili s drugim
korisnicima.

9
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0. Podatci danas

društvenim mrežama, pretraživanju Interneta ili računalnom vidu. Sve to dovelo
je do pojave interdisciplinarnih timova koji se bave podatkovnom znanošću.

Statistika se tradicionalno poučava tek na fakultetima, nakon što se studenti
upoznaju s osnovama više matematike. Neki te osnove prođu za vrijeme srednje
škole i tijekom nje uspiju učiti o statistici. Međutim, takvo tradicionalno poučavanje
često ne uključuje nikakvu izloženost stvarnim podatcima, tako da i oni koji su
imali sreću slušati statistiku često ostanu podatkovno nepismeni.

Ova knjiga prvenstveno se bavi podatcima, a matematika je većinom na razini
osnovne i ponegdje srednje škole. Mnogi koncepti za koje bi trebalo znanje više
matematike opisani su simulacijama, vizualizacijama i na druge načine na temelju
stvarnih podataka.

0.2. Koja je veza s umjetnom inteligencijom?
Umjetna inteligencija grana je računarstva koja se bavi stvaranjem sustava i
programa za obavljanje zadataka koji zahtijevaju ljudsku inteligenciju, poput pre-
poznavanja slika, razumijevanja jezika, donošenja odluka i učenja.

Umjetna inteligencija pokušava imitirati čovjeka na
temelju podataka koji su joj dani i stalno joj se daju.
Slika, zvuk i jezik pretvaraju se u podatke koje onda
računalo obrađuje i vraća neku povratnu informaciju ili
odrađuje neki postupak.

U ovoj knjizi koja je, kako smo rekli, ograničena gra-
divom osnovne i srednje škole, dat ćemo vam jasniju
sliku o tome kako funkcioniraju modeli koji stoje iza
onoga što danas zovemo umjetnom inteligencijom.

0.3. Kome je knjiga namijenjena?

Knjiga je namijenjena svakome koga zanima kako se podatci
koriste. Na pomno odabranim skupovima podataka knjiga
ilustrira razne principe koji se koriste u industriji i praksi
obrade podataka. U ovoj knjizi naći ćete brojne tablice i gra-
fičke prikaze podataka, dosta simulacija i nešto matematike.
Oko 70 % matematičkih sadržaja na razini je osnovne škole,
dok je preostalih 30 % na razini srednje.

Svi ostali napredniji sadržaji ilustrirani su simulacijama i na stvarnim podatcima
uz pomoć računala. Poznavanje rada na računalu nije nužno za razumijevanje ove
knjige, ali je neizbježno ako želite obrađivati podatke. Čitatelji koji to žele, moći će
vidjeti kako su nacrtani prikazi podataka ili kako su napravljene simulacije posjetom

10



mate
mati

ka.
hr

0.4. Novi svijet podataka i umjetne inteligencije

GitHub2 stranici ove knjige https://podatkovna-znanost.github.io, gdje su
pohranjeni kôd u Pythonu i Excel bilježnice. Excel je danas standardan alat za
jednostavnije skupove podataka, dok se Python koristi za naprednije tehnike i veće
skupove podataka. U trenutku pisanja ove knjige barem se dio učenika u svome
školskom obrazovanju susreo s jednim ili oba ova alata.

Na kraju ove knjige nalazi se pregled literature koji će vas uputiti na to gdje
možete doznati više o ovome području, ovisno o razini obrazovanja na kojoj se
nalazite.

Učenici, kojima je knjiga prvenstveno namijenjena, dobit će uvid u nadasve za-
nimljiv svijet podataka. Također im može dati jasniju sliku o tome žele li nastaviti
obrazovanje u tom smjeru. Danas se brojna područja bave podatcima ili ih koriste
kako bi bolje razumjeli svijet oko nas. Možete ih nastaviti proučavati na studiju
matematike, tehnike, prirodoslovlja, biomedicine, društvenih znanosti. . .

Nastavnici (svih razina) u ovoj će knjizi naći bogat izvor primjera i ideja kako
približiti učenicima i studentima ovo područje.

Studentima, koji se često susretnu s teorijskim i primjerima siromašnim kolegi-
jima iz statistike3, ova će knjiga pomoći u boljem razumijevanju sadržaja i pojasniti
kako stvari izgledaju u (industrijskoj) praksi.

Podatkovni znanstvenici i drugi koji moraju razumjeti podatke u ovoj će knjizi
naći niz zanimljivih tema prikazanih na vrlo pristupačan način. Nadam se da će im
to dati ideju o tome kako mogu riješiti probleme, gdje mogu naći korisnu literaturu
i kako izbjeći greške koje su drugi napravili prije njih.

0.4. Novi svijet podataka i umjetne inteligencije
Ušli smo u doba u kojem se mnoge odluke, od onih osobnih do onih društvenih,
donose uz pomoć podataka. Nekad smo se oslanjali na dojam, iskustvo i autoritet,
a danas nas sve češće prate brojevi, grafovi, modeli i algoritmi koji predlažu što
bismo mogli gledati, kupiti, čitati ili komu vjerovati. Tome se posljednjih godina
pridružila i umjetna inteligencija: sustavi koji iz podataka uče obrasce, a zatim
generiraju odgovore, preporuke ili automatiziraju postupke. U takvom svijetu nije
dovoljno samo imati podatke; važno je znati što oni doista znače, gdje nas mogu
zavesti i kako ih odgovorno koristiti.

U poglavljima koja slijede vidjet ćete kako se podatci prikupljaju, kako u njima
prepoznajemo obrasce i gdje pritom možemo pogriješiti. Upoznat ćete osnovne
statističke mjere, brojne modele, pokuse i simulacije. Vidjet ćete kako se na tim

2github.com je mrežno mjesto za pohranu i organizaciju programskog kôda, gdje se projekti
mogu sigurno spremati i pregledavati. Koriste ga brojni pojedinci i kompanije kako bi učinili svoj
kôd javno dostupnim.

3Unatoč ovom komentaru, dobro razumijevanje sadržaja tih kolegija bitno je i preporučljivo.
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0. Podatci danas

temeljima grade sustavi umjetne inteligencije, kako se podatci koriste za analizu
društvenih mreža te izradu vizualizacija potrebnih za donošenje svakodnev-
nih odluka. Na kraju, vratit ćemo se važnim pitanjima privatnosti i društveno
odgovornog upravljanja podatcima.

Ova knjiga nastoji biti vaš vodič kroz taj novi krajolik. Pomoći će vam da podatke
čitate kritički, da iz njih izvučete smisao te da razumijete osnovne ideje iza metoda
koje se danas koriste u znanosti i industriji.

Web-stranica knjige sadrži dodatne sadržaje (snimke povezane s knjigom, povez-
nice na dodatnu literaturu i izvore podataka,. . . ) pa vas pozivam da posjetite

https://matematika.hr/knjiga-podatkovna-znanost.

Ako u tekstu pronađete pogrešku, nejasnoću ili imate prijedlog kako nešto po-
boljšati, autor će vam biti zahvalan na povratnoj informaciji. Komentare možete
poslati e-mailom ili putem formulara na gore navedenoj mrežnoj stranici. Svaka
dobra sugestija pomaže da sljedeće izdanje bude jasnije, točnije i korisnije svima.

Želim vam ugodno čitanje!

U Seattleu i Zagrebu 2026. godine.

Tvrtko Tadić
tvrtko@math.hr
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1. Prikupljanje podataka

Prikupljanje podataka predstavlja velik izazov u mnogim industrijama i znanstve-
nim područjima. Glavni problemi uključuju osiguranje točnosti i pouzdanosti
podataka, zaštitu privatnosti i sigurnost informacija te upravljanje velikim koli-
činama podataka. Također, potrebno je osigurati etičko prikupljanje podataka,
izbjegavajući pristranost i diskriminaciju.
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1. Prikupljanje podataka

Korištenje različitih izvora podataka i održavanje njihova integriteta također
predstavljaju velik izazov. U konačnici, kvalitetno prikupljanje podataka ključno
je za donošenje informiranih odluka i optimizaciju poslovnih procesa, ali
zahtijeva pažljivu strategiju i stalna poboljšanja.

1.1. Prikrivena slučajnost
Promotrimo sljedeći primjer. U razredu su 32 uče-
nika. Učitelj je svakome od njih dao kovanicu od
jednog eura. Učenici će igrati igru prema sljede-
ćim pravilima:

• U svakome kolu učenici bacaju novčić koji
su dobili.

Pismo i glava hrvatske kova-
nice eura iz 2023. godine (Izvor
slike: Hrvatska narodna banka)

• Ako na bačenome novčiću padne pismo (broj 1), učenik ostaje u igri, a ako
padne glava (kuna), učenik ispada iz igre.

• Pobjednik je onaj koji zadnji ispadne iz igre.

Nakon pet bacanja pobjeđuje Ana jer je jedina ostala u igri. Bravo, Ana!

Nakon igre prirodno je postaviti ovakva pitanja:

• Zna li Ana bolje bacati novčić od drugih?

• Treba li razred, kako bi povećao izglede za po-
bjedu, poslati Anu da igra s predstavnikom su-
sjednog razreda u školi?

Na oba pitanja odgovor je, naravno, ne.

Ana ne zna bacati novčić ništa bolje od svoga razrednog prijatelja Matka koji je
ispao iz igre već u prvom kolu.

Premda na prvi pogled podatci daju Ani prednost nad Matkom i drugima, u
ovom slučaju riječ je o uobičajenoj realizaciji slučajnosti.

Očekivani ishod igre
Ako su svi novčići simetrični i jednaki u svakom kolu očekujemo da će pola igrača
ispasti.

Tako u prvom kolu sudjeluju 32 učenika, a očekujemo da će u drugo kolo ući njih
pola, tj. 16 učenika. U trećem kolu očekujemo 8 učenika, u četvrtom 4, u petom
2, a nakon petog kola očekujemo da će u igri ostati samo jedan učenik.

Pukom slučajnošću to je ovaj put bila Ana, a isto tako mogao je to biti Matko,
kao i bilo tko drugi iz njihova razreda.
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Kolika je vjerojatnost da se ovako nešto dogodi?
Očekivani ishod očito ne znači da će se takav ishod uistinu i dogoditi.
Očito je da igra može prestati i prije petog
bacanja jer su svi sudionici dobili glavu u
nekome od prethodnih bacanja. Isto tako
može se dogoditi da nakon petog bacanja
imamo više učenika koji su još u igri.

Ovaj problem istražit ćemo pomoću simula-
cija. Simuliranje možemo izvesti stvarnim
bacanjem pravog novčića. Budući da že-
limo provesti postupak veći broj puta, ko-
ristit ćemo se računalom. U programskom
jeziku prema vlastitom izboru zapisat ćemo
sljedeći postupak – simulaciju igre:

za sve učenike u razredu
Simuliraj bacanje novčića 5 puta;
ako je palo pet pisama

Zabilježi;
Zabilježi koliko je učenika imalo pet
pisama;

Ovo se može jednostavno isprogramirati i iz-
vesti na računalu. Simulirali smo igru mili-
jun puta, a rezultati simulacija zabilježeni
su u Tablici 1.1. i grafički prikazani na Slici
1.1.

Broj igrača
koji je imao
pet pisama

Broj simulira-
nih igara s tim
ishodom

0 361 453
1 374 427
2 186 647
3 60 605
4 13 895
5 2 542
6 378
7 43
8 8
9 2
Ukupno 1 000 000

Tablica 1.1. Rezultati simulacija po-
kazuju kako se u pet bacanja najčešće
dogodi da točno jedan učenik ima 5
pisama. No mogući su i drugi ishodi.
Naprimjer, u 2 simulacije igre od njih
milijun dogodilo se da čak 9 učenika
ima 5 pisama nakon 5 bacanja.

Kao što vidimo iz rezultata, ishod gdje točno jedan učenik ostane u igri nakon
pet bacanja dogodio se u 374 427 ili 37.4 % slučajeva. Ishod u kojem nakon petog
bacanja nitko nije imao niz od pet pisama dogodio se u 361 453 ili 36.1 % slučajeva.
Nakon pet bacanja imamo dva ili više igrača u nešto manje od 26.5 % slučajeva.

Rezultati dobiveni simulacijama vrlo su bliski vjerojatnostima za ove događaje.
Vjerojatnost da nakon pet bacanja u igri ostane točno jedan učenik može se precizno
izračunati te iznosi 37.37 %.
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1. Prikupljanje podataka
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Slika 1.1. Dijagram relativnih frekvencija pokazuje koliko je igrača ostalo nakon pet
bacanja u milijun simuliranih igara.

Simulacija se može i doraditi. Primjerice, možemo zabilježiti tko je učenik koji
je pobjednik nakon pet bacanja. Svakom učeniku dodijelimo broj od 1 do 32 i
bilježimo tko je imao pet pisama. Dijagram na Slici 1.2. pokazuje da je u 374 427
simuliranih igara, gdje je točno jedan učenik imao pet pisama, svaki učenik bio
podjednako mnogo puta pobjednik.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
Redni broj ucěnika
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Slika 1.2. Frekvencija koliko je puta koji učenik (označen brojem od 1 do 32) pobijedio u
slučaju kad je točno jedan pobjednik nakon pet bacanja. Vidimo da su stupci podjednake
visine.
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1.2. Opaženi podatci i (nevjerojatni) zaključci

Zaključak
Situacija u kojoj jedan od 32 učenika nakon pet bacanja novčića završi kao jedini
koji je dobio pet pisama vrlo je vjerojatna. Međutim, takav ishod ne znači da
je taj pojedinac bolji od ostalih. Kako je u ovom slučaju netko morao biti
izabran, pukom slučajnošću odabran je taj pojedinac.

Promatračima se može učiniti da taj pojedinac zna bacati novčić, dok će taj
pojedinac misliti da mu je krenulo. No, uočite da nismo prije početka igre utvrdili
tko će ta osoba biti, nego tek nakon nje, što je bitna razlika. Ako ta osoba može
ponavljati pobjede u ponovnim izvođenjima ove igre, to bi već značilo da je manje
vjerojatno riječ o slučajnosti.

Slični zaključci vrijede ako je ostalo i više od jedne osobe nakon pet bacanja.
Sreća nas često može prevariti i odigrati ulogu koje ne moramo biti svjesni.

1.2. Opaženi podatci i (nevjerojatni) zaključci
Svakodnevno se objavljuju različita znanstvena i društvena istraživanja temeljena
na prikupljenim podatcima. Čitatelji su mogli uočiti da, ponekad zaključci ovih
istraživanja mogu biti u sukobu jedan s drugim. Na Slici 1.3. nalaze se naslovi
nekih članaka iz razdoblja pandemije koronavirusa.

Istraživanja se razlikuju:

• prema načinu na koji su odabrani sudionici istraživanja;

• prema postavljenim pitanjima (zabilježenim osobinama sudionika).

Kontrolirani eksperimenti
Odabir sudionika iznimno je bitan. U §6.3. vidjet ćemo kako je provedeno ispi-
tivanje efikasnosti cjepiva. Ispitanici su bili podijeljeni u dvije podjednako velike
skupine. Dodatno se pazilo da ove dvije skupine budu slične općoj populaciji, tj.
da sastav skupina po zastupljenosti bitnih obilježja (spol, dob, krvna grupa. . . )
odražava cjelokupno stanovništvo kojemu je cjepivo namijenjeno. Pokazalo se da
je skupina koja je dobila cjepivo imala manje oboljelih i manje preminulih od sku-
pine koja je dobila placebo pripravak. Ovaj način istraživanja zove se kontrolirani
(A/B) eksperiment. On predstavlja standard za donošenje zaključaka djeluje li
neki postupak ili ne, a primjenjuje se u raznim disciplinama gdje je to moguće i
posvećeno mu je cijelo poglavlje §6. No kao što ćemo vidjeti, u nekim slučajevima
takve eksperimente nije moguće provesti.

Istraživanja opažanjem
Naslovi sa Slike 1.3. nastali su za vrijeme pandemije koronavirusa kada je postojao
veliki interes da se utvrdi koliko dobro štiti tzv. prirodni imunitet koji su pojedinci
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3. Medijan i kvantili

U prošlom poglavlju predstavili smo jednu mjeru za sredinu podataka − aritme-
tičku sredinu. Imali smo se priliku upoznati s njezinim svojstvima, te pokazati
neke probleme koji mogu nastati njezinom interpretacijom u kontekstu podataka
kojima raspolažemo.
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3. Medijan i kvantili

U ovom poglavlju upoznajemo se s jednom novom mjerom za sredinu skupa poda-
taka − medijanom. Vidjet ćemo da se medijan nalazi u širem skupu podatkovnih
funkcija koje zovemo kvantili. A čemu služe, imat ćemo priliku vidjeti na primjeru
podataka o kašnjenju zrakoplova.

3.1. Primjeri, definicija i svojstva medijana
Ivona provjerava letove za Havaje
Ivona putuje na Havaje preko Los Angelesa. Kako
bi znala kad će stići, Ivona je odlučila provjeriti
podatke o sljedećemu:

• Koliko letovi iz Los Angelesa za Honolulu
kasne u polasku?

• Koliko traje let do Honolulua?
Prije nego što će doći do podataka o kojima

ćemo govoriti u §3.2., Ivona se raspitala kod pet
prijatelja.

Honolulu (Izvor fotografije:
Wikipedija)

Svi su joj rekli da je let trajao otprilike 5.5 sati, dok je kašnjenje letova u polasku
bilo

0, 0, 0, 88, i 0 (3.1)

minuta.

Ivona je razmišljala o tome kako sažeti ove
podatke. Prosjek tj. aritmetička sredina od
17.6 minuta ne čini joj se kao podatak koji
informativno opisuje kašnjenje u polasku. Jer
osim jednog leta koji je kasnio puno više, svi
ostali poletjeli su na vrijeme.

Ivonu zanima koja bi se mjera mogla iskoristiti za opisivanje ovoga skupa po-
dataka.

Osnovno o medijanu
Postoji više mjera koje mogu opisati ovaj niz podataka, no kao što ćemo vidjeti,
medijan je mjera kojom će Ivona opisati podatke o kašnjenju leta u polasku tako
da informacija bude korisna.

Idejno, medijan je M broj koji brojevne podatke raspoređuje u dva podskupa
podataka:

• podatke koji su manji ili jednaki od M ;

• podatke koji su veći ili jednaki od M ;
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3.5. Kvantili i interval pouzdanosti

Niz podataka /
opis vrijednosti 5 %-kvantili 95 %-kvantil
Trajanje leta 300 345
Kašnjenje leta 0 87.75

Tablica 3.5. Izračun kvantila za trajanje i kašnjenje leta

Interval [q0.05, q0.95] ima nekoliko dobrih svojstava:

• Najmanje 90 % članova niza podataka ima vrijednosti u tom intervalu. (Uočimo:
ako su sve vrijednosti iste, interval je jedna točka i svi članovi niza imaju vri-
jednosti u tom intervalu.)

• 5 % najnižih i 5 % najviših vrijednosti nisu u intervalu, osim ako se te vri-
jednosti ne pojavljuju često. Ovo je dobro jer se ekstremne vrijednosti često
postižu u okolnostima koje nisu uobičajene. Primjerice, kašnjenje od 20 sati
možda je uzrokovano snježnom olujom koja do tada nikad nije bila zabilje-
žena, ili se let od 280 minuta dogodio jer je taj dan putnike prevozio brži
zrakoplov koji nikada ne leti na toj relaciji.

Definicija 3.9. Interval [q0.05, q0.95] zovemo 90 %-interval pouzdanosti.

Interval pouzdanosti koristi se u praksi tako da Ivona priopći kako:

• let između Los Angelesa i Honolulua u (bar) 90 % slučajeva traje od 300 do
345 minuta,

• isti let u polasku u (bar) 90 % slučajeva kasni od 0 do 87 minuta.

Pogled na buduće podatke
Postavlja se pitanje za što možemo iskoristiti ove zaključke. Ovi zaključci korisni
su za planiranje leta. Neka od pitanja na koje Ivona može dobiti odgovor su:

• Kada okvirno stižemo? Koliko bi let mogao kasniti u polasku?

• Koliko hrane da ponesemo u avion? Koliko stranica knjige možemo pročitati
ili filmova pogledati u zrakoplovu?
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4. Linearna regresija

U prirodnim, tehničkim i društvenim znanostima često se susrećemo s pojavama
koje pokazuju određene zakonitosti − pravilnosti koje se mogu opisati matema-
tičkim modelima. Među njima, linearni modeli – u kojima se pojave opisuju
linearnim funkcijama nekih opažanja – zauzimaju posebno mjesto zbog svoje
jednostavnosti, razumljivosti i široke primjenjivosti. Oni omogućuju analizu od-
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4. Linearna regresija

Dokaz. Za sve i = 1, . . . , n vrijedi yi = axi + b. Zato je

ȳ = 1
n

(y1 + . . . + yn) = 1
n

((ax1 + b) + . . . + (axn + b))

= a

n
(x1 + . . . + xn) + b = ax̄ + b. (4.4)

Sada je

(xi − x̄)(yi − ȳ) = (xi − x̄)((axi + b) − (ax̄ + b)) = a(xi − x̄)2 (4.5)

za i = 1, . . . , n. Dobivamo

â
(4.2),(4.5)= a(x1 − x̄)2 + a(x2 − x̄)2 + . . . + a(xn − x̄)2

(x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2 + . . . + (xn − x̄)2 = a,

a iz ovoga, koristeći (4.4), odmah slijedi b̂ = ȳ − âx̄ = (ax̄ + b) − ax̄ = b. ■

4.3. Cijene nekretnina

Internetska stranica Redfin5 pruža podatke o nekretninama, uključujući oglašene
i realizirane prodajne cijene u SAD-u. U ovom ćemo primjeru analizirati kretanje
cijena kuća u nizu6 na području grada Seattlea, unutar poštanskog broja 98122.
Imamo skup od 50 nekretnina koje su prodane u razdoblju od veljače do kolovoza
2025. Dio podataka sa svojstvima tih prodanih nekretnina dan je u Tablici 4.2.

Podatci uključuju prodajnu cijenu izraženu u američkim dolarima te površinu u
kvadratnim stopama (sqft). Za analizu ćemo ponovno koristiti Excel.

5Podatci su preuzeti sa stranice redfin.com.
6engl. townhomes
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4.3. Cijene nekretnina

Površina
(sqft)

Cijena
(USD)

Zemljište
(sqft)

Godina
izgradnje

Spavaćih
soba

Kupaonica

750 590 000 1260 2004 2 1.5
1557 934 950 1739 2016 3 2
1674 1 074 900 1124 2024 4 2.5
1820 935 000 1537 2007 3 3.5
1050 605 000 950 2020 2 2
1400 819 000 1051 2019 3 2
1050 630 000 1300 2007 2 1.5
1796 1 060 000 1276 2009 3 2.5
2500 1 114 500 2521 1891 4 3.5

Tablica 4.2. Pregled nekretnina i nekih njihovih svojstava

Kao što je vidljivo na Slici 4.5., linearni regresijski model procjenjuje da odnos
između površine i cijene nekretnine prati pravac

y = 516.94x + 98 818, (4.6)

gdje je x površina u kvadratnim stopama, a y prodajna cijena u dolarima.

y = 516.94x + 98818

0

200000

400000

600000

800000

1000000

1200000

1400000

0 500 1000 1500 2000 2500

Cijena (USD)

Slika 4.5. Cijene kuća u nizu (u dolarima) u odnosu na površinu i regresijski pravac.

Zanimljivo je primijetiti da model predviđa cijenu od 98 818 dolara za nekretninu
s površinom x = 0. Iako se to na prvi pogled može činiti paradoksalnim, takav
rezultat ukazuje na činjenicu da vrijednost nekretnine ne ovisi isključivo o
unutarnjoj površini. Naime, cijenu značajno određuje i zemljište na kojemu se
nekretnina nalazi. Nekretnina s malom kvadraturom, ali smještena na atraktivnoj
lokaciji ili na velikom zemljištu, može imati visoku tržišnu vrijednost.
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8. Umjetna inteligencija i
uvjetna vjerojatnost*

* Ovo poglavlje namijenjeno je čitateljima upoznatima s gradivom srednje škole.
Poželjno bi bilo da su upoznati s osnovnim pojmovima iz vjerojatnosti kao što su:
vjerojatnosni prostor, svojstva vjerojatnosti. . . Ovdje ćemo uvesti pojmove koji su
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8. Umjetna inteligencija i uvjetna vjerojatnost*

Jednostavni model

Neka je alfabet zadan kao Σ = {"Nakon", "kiše", "snijega", "bit će i"}.

Nakon

snijega

kiše

bit će i
snijega

kiše

Slika 8.5. Jednostavni jezični model

P možemo definirati tako da bude ispunjeno:

• tekst ima 4 simbola;

• tekst počinje simbolom "Nakon";

• Drugi i četvrti simbol su iz skupa {"kiše", "snijega"};

• treći je simbol u tekstu "bit će i".

Kao što je prikazano na Slici 8.5, u ovom se modelu zapravo drugi i četvrti simbol
pojavljuju po nekom vjerojatnosnom modelu, dok su prvi i treći simbol zadani.

Nakon snijega

Korisnikov unos

0%

20%

40%

60%

80%

100%

Računanje vjerojatnosti

Nakon snijega

bit će i
kiše

Simuliranje teksta
za ispis

bit će i kišebit će i snijega

Slika 8.6. Pojednostavljena shema rada jezičnih modela

Jednostavna implementacija

Nakon što korisnik unese svoj tekst, aplikacija će:

- procijeniti vjerojatnosni model nastavka teksta uvjetno na uneseni tekst.
Ovaj model označavamo6 s

P(· | korisnikov unos).

- simulirati uzorak na temelju ovog modela i ispisati tekst korisniku.
6Izraz P(·|B) označava preslikavanje A 7→ P(A|B).
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Hrvatsko matematičko društvo (HMD) osnovano je 1949. godine s ciljem promicanja
matematičke znanosti, obrazovanja i kulture. Kao središnja strukovna udruga matemati-
čara u Hrvatskoj, HMD okuplja stručnjake iz akademske zajednice, obrazovnog sustava i
industrije, potičući razmjenu znanja i razvoj matematičkog mišljenja, te predstavlja Hr-
vatsku u Međunarodnoj matematičkoj uniji i Europskom matematičkom društvu.

Društvo je aktivno u izdavaštvu stručnih i znanstvenih publikacija, organizaciji konfe-
rencija, predavanja, natjecanja i edukativnih programa. Ova knjiga objavljena je u sklopu
izdavačke djelatnosti HMD-a, s namjerom da doprinese razumijevanju i širenju matema-
tičke pismenosti među različitim generacijama čitatelja.

Informacije o izdanjima i aktivnostima HMD-a možete naći na web-stranici

matematika.hr

i pratiti putem društvenih mreža.

Zagreb, 2026.


