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0. Podatci danas

Svaki dan na razne nacine stvaramo i koristimo mnostvo podataka od slanja po-
ruka i fotografija do kupovine proizvoda i usluga. Podatei sukljuéni za razvoj
znanosti, tehnologije, umjetnosti i drustva. No kako smo dosli do toga da na raspo-
laganju imamo toliko podataka? Kako ih prikupljamo, obradujemo i analiziramo?
I koje su prednosti i izazovi koristenja podataka u razli¢itim podrucjima?

Ova knjiga namijenjena je Citateljima koji zele doznati vise o podatcima i njihovoj
ulozi u nasim zivotima. Ne trebate imati posebno predznanje o podatcima, samo
interes i znatizelju. Knjiga ¢e vam objasniti osnovne pojmove i metode vezane uz
podatke, kao i primjere iz stvarnog svijeta koji pokazuju kako se podatci koriste za
rjeSavanje problema, donosenje odluka i stvaranje vrijednosti.

Navest ¢emo tek neke proizvode koji sunastali zahvaljujuci dostupnosti podataka:

e Chatbotovi poput ChatGPT-a, Claudea, Copilota, Geminija i drugih ra-
zvijeni su zahvaljujuéi javnoj dostupnosti golemih koli¢ina tekstualnih
podataka. Ta dostupnost-omogudila im je da oponasaju ljudsku komunika-
ciju i sluze za brzo debivanje informacija, automatizaciju zadataka i druge
potrebe. Dok ovo ¢itate, kompanije koje ih razvijaju aktivno traze nove izvore
podataka jer su postojeéi ve¢ u velikoj mjeri iscrpljeni.

RIJESI
ZADATAK!

PROVJERIMO
RJESENJE. ‘

e Prije njih, trazilice poput Googlea, Binga i DuckDuckGoa omoguéile su
korisnicima da brzo i jednostavno pronadu informacije na internetu.



0. PODATCI DANAS

o Drustvene mreZe kao $to su Facebook, Instagram, TikTok, Twitter/X. ..
omogucile su korisnicima da dijele svoje misli, osje¢aje, fotografije i vide-
ozapise s prijateljima, obitelji i pratiteljima, stvarajué¢i nove oblike digitalne
interakcije i zajednistva.

e Usluge prijevoza poput Ubera, Lyfta ili Bolta omogu¢uju nam da naru¢imo
voznju s nekim tko je u blizini i platimo je putem aplikacije.

e Usluge mreznog emitiranja poput Netflixa, Spotifyja ili YouTubea omo-
guéuju nam da gledamo ili sluSamo sadrzaj koji nas zanima kad god i gdje
god zelimo.

e U podrucju razvoja lijekova, racunalni modeli i analiza velikih koli¢ina po-
dataka pomazu u otkrivanju novih molekula, ubrzavanju klini¢kih ispitivanja
i personalizaciji terapija.

e U lancima opskrbe, napredna analiza podataka omogucuje bolje predvida-
nje potraznje, optimizaciju zaliha i uc¢inkovitiju distribuciju proizvoda.

Razvoj ovih proizvoda i usluga olakSsao nam je i obogatio zivot na mnoge nacine,
ali je i otvorio nova pitanja poput privatnosti; sigurnosti, eticnosti i pravde. Kako
mozemo biti sigurni da nasi osobni podatci neée biti zloupotrijebljeni ili prodani
bez naseg znanja ili pristanka? Kako mozemo zaStititi sebe od krade identiteta,
laznih vijesti, kibernetickih napada ili diskriminacije? Kako mozemo biti odgovorni
i kriti¢éni korisnici i stvaratelji podataka?

Ova knjiga pomoci ¢e vam da-bolje razumijete ove izazove i naucite kako se
nositi s njima. Knjiga ¢e vam takoder pokazati kako mozete iskoristiti podatke za
vlastitu dobrobit, bilo da je rije¢ o osobnom ili profesionalnom razvoju, obrazovanju
ili zabavi. Dat ¢e vam alate i savjete kako mozete prikupljati, obradivati i analizirati
podatke sami ili uz pomoé drugih.

Nadam se da Cete uzivati u ¢itanju ove knjige i da ¢ete postati dio zajednice ljudi
koji se bave podatcima. Podatci su buduénost, a vi ste dio nje!

0.1. Zasto podatkovna znanost?

Autor je podlegao trendu? Podatkovna znanost (engl. Data Science) zvuci
modernije od statistike. Mnoga sveucilisSta u svijetu preimenovala su svoje studijske
programe iz statistike u podatkovnu znanost.

Sto je zapravo podatkovna znanost? Je li to novi, moderniji naziv za statistiku
ili se radi o necemu drugome? Rasprave o tome traju jer postoje razlicita videnja
stvari.

Krenimo redom. Statistika je grana znanosti koja se tradicionalno bavila podat-
cima koje su prikupljali znanstvenici iz raznih disciplina. Obradom tih podataka
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Conwayev dijagram iz 2010. godine koji ilustrira $to je podatkovna znanost. Prvi ga je
predlozio Drew Conway, americki znanstvenik i poduzetnik. Do ideje za dijagram dosao
je prilikom rada na svom doktoratu o racunalnim metodama u drustvenim znanostima.

pokusavalo se utvrditi prate li ti podatci matematicke zakonitosti ili modele. Na
temelju toga donose se zakljucci i odluke.

Mnoge metode u statistici razvijene su iz matematike, a nastale su prakti¢nom
obradom i koristenjem podataka. S razvojem racunala pohrana podataka i njihova
obrada postali su bitno laksi. Razvojem interneta, mobilne tehnologije i racunalnog
oblaka (engl. cloud computing), prikupljanje, prijenos i obrada podataka dostigli
su novu razinu.

Aritmeticku sredinu na papiru mozemo izracunati za desetak brojeva, dZepno
racunalo mo¢i ¢emo koristiti za do 100 brojeva, nakon ¢ega ¢emo se morati koristiti
racunalom. Danas mozemo imati toliko podataka da oni jednostavno ne stanu
na jedno ra¢unalo, nego se nalaze na vise rac¢unala, tj. u ra¢unalnom oblaku'.
U tome slucaju, da bismo izracunali aritmeticku sredinu, trebat ¢e nam poseban
algoritam. Izracunavanje drugih jednostavnih statistika, poput medijana, moze biti
jos slozenije.

Brojni danasnji proizvodi osmisljeni su tako da od korisnika prikupljaju odredene
podatke na temelju kojih vracaju rezultat, primjerice preporuku sadrzaja, rangi-
ranu listu rezultata pretrazivanja, predvidanje buduceg ponasanja ili automatski
prepoznati objekt na slici. Taj rezultat korisnik mora dobiti brzo — u roku od
nekoliko sekundi. Pristupi obradi podataka razlikuju se ovisno o tome radi li se o

1Raéunalni oblak pojam je koji opisuje skup racunala koja su povezana preko interneta ili
neke druge mreze. Ta racunala mogu dijeliti resurse, podatke i aplikacije medusobno ili s drugim
korisnicima.
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drustvenim mrezama, pretrazivanju Interneta ili ra¢unalnom vidu. Sve to dovelo
je do pojave interdisciplinarnih timova koji se bave podatkovnom znanosc¢u.

Statistika se tradicionalno poucava tek na fakultetima, nakon Sto se studenti
upoznaju s osnovama vise matematike. Neki te osnove produ za vrijeme srednje
skole i tijekom nje uspiju uciti o statistici. Medutim, takvo tradicionalno poucavanje
¢esto ne ukljucuje nikakvu izloZzenost stvarnim podatcima, tako da i oni koji su
imali sre¢u slusati statistiku ¢esto ostanu podatkovno nepismeni.

Ova knjiga prvenstveno se bavi podatcima, a matematika je ve¢inom na razini
osnovne i ponegdje srednje Skole. Mnogi koncepti za koje bi trebalo znanje vise
matematike opisani su simulacijama, vizualizacijama i na druge nacine na temelju
stvarnih podataka.

0.2. Koja je veza s umjetnom inteligencijom?

Umjetna inteligencija grana je racunarstva koja se bavi stvaranjem sustava i
programa za obavljanje zadataka koji zahtijevaju ljudsku inteligenciju, poput pre-
poznavanja slika, razumijevanja jezika, donosenja odluka i ucenja.

Umjetna inteligencija pokusava imitirati ¢ovjeka na
temelju podataka koji su joj dani i stalno joj se daju.
Slika, zvuk i jezik pretvaraju se u podatke koje onda
racunalo obraduje i vrac¢a neku povratnu informaciju ili
odraduje neki postupak.

U ovoj knjizi koja je, kako smo rekli, ogranicena gra-
divom osnovne i srednje skole, dat ¢emo vam jasniju
sliku o tome kako funkcioniraju modeli koji stoje iza
onoga S$to danas zovemo umjetnom inteligencijom.

0.3. Kome je knjiga namijenjena?

Knjiga je namijenjena svakome koga zanima kako se podatci
koriste. Na pomno odabranim skupovima podataka knjiga
ilustrira razne principe koji se koriste u industriji i praksi
obrade podataka. U ovoj knjizi nac¢i éete brojne tablice i gra-
ficke prikaze podataka, dosta simulacija i neSto matematike.
Oko 70 % matematickih sadrzaja na razini je osnovne skole,
dok je preostalih 30 % na razini srednje.

Svi ostali napredniji sadrzaji ilustrirani su simulacijama i na stvarnim podatcima
uz pomo¢ racunala. Poznavanje rada na racunalu nije nuzno za razumijevanje ove
knjige, ali je neizbjezno ako Zelite obradivati podatke. Citatelji koji to zele, moéi ée
vidjeti kako su nacrtani prikazi podataka ili kako su napravljene simulacije posjetom

10



0.4. Novi svijet podataka i umjetne inteligencije

GitHub? stranici ove knjige https://podatkovna-znanost.github.io, gdje su
pohranjeni kéd u Pythonu i Excel biljeznice. Excel je danas standardan alat za
jednostavnije skupove podataka, dok se Python koristi za naprednije tehnike i vece
skupove podataka. U trenutku pisanja ove knjige barem se dio ucenika u svome
skolskom obrazovanju susreo s jednim ili oba ova alata.

Na kraju ove knjige nalazi se pregled literature koji ¢e vas uputiti na to gdje
mozete doznati vise o ovome podrucju, ovisno o razini obrazovanja na kojoj se
nalazite.

Ucenici, kojima je knjiga prvenstveno namijenjena, dobit ¢e uvid u nadasve za-
nimljiv svijet podataka. Takoder im moze dati jasniju sliku o tome zele li nastaviti
obrazovanje u tom smjeru. Danas se brojna podrucja bave podatcima ili ih koriste
kako bi bolje razumjeli svijet oko nas. Mozete ih nastaviti proucavati na studiju
matematike, tehnike, prirodoslovlja, biomedicine, drustvenih znanosti. . .

Nastavnici (svih razina) u ovoj ¢e knjizi naéi bogat izvor primjera i ideja kako
pribliziti ucenicima i studentima ovo podrucje.

Studentima, koji se Cesto susretnu s teorijskim i primjerima siromasnim kolegi-
jima iz statistike®, ova ée knjiga pomoéi u boljem razumijevanju sadrzaja i pojasniti
kako stvari izgledaju u (industrijskoj) praksi.

Podatkovni znanstvenici i drugi koji moraju razumjeti podatke u ovoj ¢e knjizi
nadi niz zanimljivih tema prikazanih-na vrlo pristupacan nacin. Nadam se da ¢e im
to dati ideju o tome kako mogu rijesiti probleme, gdje mogu naci korisnu literaturu
i kako izbjeéi greske koje su drugi napravili prije njih.

0.4. Novi svijet podataka i umjetne inteligencije

Usli smo u doba u kojem se mnoge odluke, od onih osobnih do onih drustvenih,
donose uz pomo¢ podataka. Nekad smo se oslanjali na dojam, iskustvo i autoritet,
a danas nas.sve CeSée prate brojevi, grafovi, modeli i algoritmi koji predlazu $to
bismo mogli gledati, kupiti, ¢itati ili komu vjerovati. Tome se posljednjih godina
pridruzila i umjetna inteligencija: sustavi koji iz podataka uce obrasce, a zatim
generiraju odgovore, preporuke ili automatiziraju postupke. U takvom svijetu nije
dovoljno samo imati podatke; vazno je znati Sto oni doista znace, gdje nas mogu
zavesti i kako ih odgovorno koristiti.

U poglavljima koja slijede vidjet ¢ete kako se podatci prikupljaju, kako u njima
prepoznajemo obrasce i gdje pritom mozemo pogrijesiti. Upoznat éete osnovne
statisticke mjere, brojne modele, pokuse i simulacije. Vidjet ¢ete kako se na tim

2github.com je mrezno mjesto za pohranu i organizaciju programskog kdéda, gdje se projekti
mogu sigurno spremati i pregledavati. Koriste ga brojni pojedinci i kompanije kako bi ucinili svoj
kod javno dostupnim.

3Unatoé¢ ovom komentaru, dobro razumijevanje sadrzaja tih kolegija bitno je i preporuéljivo.
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temeljima grade sustavi umjetne inteligencije, kako se podatci koriste za analizu
drustvenih mreza te izradu vizualizacija potrebnih za donosenje svakodnev-
nih odluka. Na kraju, vratit ¢emo se vaznim pitanjima privatnosti i drustveno
odgovornog upravljanja podatcima.

Ova knjiga nastoji biti vas vodi¢ kroz taj novi krajolik. Pomodi ¢e vam da podatke
¢itate kriticki, da iz njih izvucéete smisao te da razumijete osnovne ideje iza metoda
koje se danas koriste u znanosti i industriji.

Web-stranica knjige sadrzi dodatne sadrzaje (snimke povezane s knjigom, povez-
nice na dodatnu literaturu i izvore podataka,...) pa vas pozivam da posjetite

https://matematika.hr/knjiga-podatkovna-znanost.

Ako u tekstu pronadete pogresku, nejasnocu ili imate prijedlog kako nesto po-
boljsati, autor ¢e vam biti zahvalan na povratnoj informaciji. Komentare mozete
poslati e-mailom ili putem formulara na gore navedenoj mreznoj stranici. Svaka
dobra sugestija pomaze da sljedeée izdanje bude jasnije, tocnije i korisnije svima.

Zelim vam ugodno &itanje!

U Seattleu i Zagrebu 2026. godine.

Tvrtko Tadié
tvrtko@math.hr
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1. Prikupljanje podataka

Prikupljanje podataka predstavlja velik izazov u mnogim industrijama i znanstve-
nim podrucjima. Glavni problemi ukljuc¢uju osiguranje tocnosti i pouzdanosti
podataka, zaStitu privatnosti i sigurnost informacija te upravljanje velikim koli-
¢inama podataka. Takoder, potrebno je osigurati eticko prikupljanje podataka,
izbjegavajudi pristranost i diskriminaciju.

13



1. PRIKUPLJANJE PODATAKA

Koristenje razli¢itih izvora podataka i odrzavanje njihova integriteta takoder
predstavljaju velik izazov. U konacnici, kvalitetno prikupljanje podataka klju¢no
je za donoSenje informiranih odluka i optimizaciju poslovnih procesa, ali
zahtijeva pazljivu strategiju i stalna poboljsanja.

1.1. Prikrivena slucajnost

Promotrimo sljedeéi primjer. U razredu su 32 uce-
nika. Ucitelj je svakome od njih dao kovanicu od
jednog eura. Ucenici ¢e igrati igru prema sljede-
¢im pravilima: Pismo i glava hrvatske kova-

o U svakome kolu ufenici bacaju novéié koji ~ mice eura iz 2023. godine (Izvor
su dobili slike: Hrvatska narodna banka)

o Ako na bacenome nov¢i¢u padne pismo (broj 1), ucenik ostaje u igri, a ako
padne glava (kuna), ucenik ispada iz igre.

e Pobjednik je onaj koji zadnji ispadne iz igre.
Nakon pet bacanja pobjeduje Ana jer je jedina ostala u igri. Bravo, Anal
Nakon igre prirodno je postaviti ovakva pitanja:

e Zna li- Ana bolje bacati nov¢i¢ od drugih?

e Treba li razred, kako bi povetao izglede za po-
bjedu; poslati Anu da igra s predstavnikom su-
sjednog razreda u skoli?

Na oba pitanja odgovor je, naravno, ne.

Ana ne zna bacati nov¢ié¢ nista bolje od svoga razrednog prijatelja Matka koji je
ispao iz igre ve¢ u prvom kolu.

Premda na prvi pogled podatci daju Ani prednost nad Matkom i drugima, u
ovom slucaju rije¢ je o uobic¢ajenoj realizaciji slucajnosti.

Ocekivani ishod igre

Ako su svi nov¢iéi simetri¢ni i jednaki u svakom kolu ocekujemo da ée pola igraca
ispasti.

Tako u prvom kolu sudjeluju 32 ucenika, a ocekujemo da ¢e u drugo kolo uéi njih
pola, tj. 16 ucenika. U tre¢em kolu ocekujemo 8 ucenika, u cetvrtom 4, u petom
2, a nakon petog kola ocekujemo da ¢e u igri ostati samo jedan ucenik.

Pukom slucajnoséu to je ovaj put bila Ana, a isto tako mogao je to biti Matko,
kao i bilo tko drugi iz njihova razreda.
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Kolika je vjerojatnost da se ovako nesto dogodi?

Ocekivani ishod ocito ne znaci da ¢e se takav ishod uistinu i dogoditi.

Ocito je da igra moze prestati i prije petog
bacanja jer su svi sudionici dobili glavu u
nekome od prethodnih bacanja. Isto tako
moze se dogoditi da nakon petog bacanja
imamo vise ucenika koji su jos u igri.

Ovaj problem istrazit ¢emo pomodéu simula-
cija. Simuliranje mozemo izvesti stvarnim
bacanjem pravog novc¢ica. Buduéi da ze-
limo provesti postupak veéi broj puta, ko-
ristit ¢emo se racunalom. U programskom
jeziku prema vlastitom izboru zapisat.cemo
sljede¢i postupak — simulaciju igre:

za sve ucenike u razredu
Simuliraj bacanje novcic¢a 5 puta;
ako je palo pet pisama
| Zabiljezi;
Zabiljezi koliko je ucenika imalo pet
pisama;

Ovo se moze jednostavno isprogramirati i iz-
vesti na racunalu. Simulirali smo igru mili-
jun puta, a rezultati simulacija zabiljezeni
su u Tablici 1.1. i graficki prikazani na Slici
1.1.

Broj igraca | Broj simulira-
koji je imao | nih igara s tim
pet pisama | ishodom

0 361 453

1 374 427

2 186 647

3 60 605

4 13 895

5 2 542

6 378

7 43

8 8

9 2

Ukupno 1000000

Tablica 1.1. Rezultati simulacija po-
kazuju kako se u pet bacanja najcesée
dogodi da to¢no jedan ucenik ima 5
pisama. No mogudéi su i drugi ishodi.
Naprimjer, u 2 simulacije igre od njih
milijun dogodilo se da cak 9 ucenika
ima 5 pisama nakon 5 bacanja.

Kao s$to vidimo iz rezultata, ishod gdje to¢no jedan ucenik ostane u igri nakon
pet bacanja dogodio se u 374 427 ili 37.4 % slucajeva. Ishod u kojem nakon petog
bacanja nitko nije imao niz od pet pisama dogodio se u 361 453 ili 36.1 % slucajeva.
Nakon pet bacanja imamo dva ili vise igraca u nesto manje od 26.5 % slucajeva.

Rezultati dobiveni simulacijama vrlo su bliski vjerojatnostima za ove dogadaje.
Vjerojatnost da nakon pet bacanja u igri ostane to¢no jedan ucenik moze se precizno

izracunati te iznosi 37.37 %.
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1. PRIKUPLJANJE PODATAKA

0.35 -
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0.00 T T 1
3 4

Relativna frekvencija

0 1 2 5 6 7 8 9
Broj igraca s to¢no 5 pisama

Slika 1.1. Dijagram relativnih frekvencija pokazuje koliko je igraca ostalo nakon pet
bacanja u milijun simuliranih igara.

Simulacija se moze i doraditi. Primjerice; mozemo zabiljeziti tko je ucenik koji
je pobjednik nakon pet bacanja. Svakom uceniku dodijelimo broj od 1 do 32 i
biljezimo tko je imao pet pisama. Dijagram na Slici 1.2. pokazuje da je u 374 427
simuliranih igara, gdje je tocno jedan ucenik imao pet pisama, svaki ucenik bio
podjednako mnogo puta pobjednik.

12000
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12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
Redni broj ugenika

Slika 1.2. Frekvencija koliko je puta koji u¢enik (oznacen brojem od 1 do 32) pobijedio u
sluc¢aju kad je to¢no jedan pobjednik nakon pet bacanja. Vidimo da su stupci podjednake
visine.
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1.2. OpaZeni podatci i (nevjerojatni) zakljucci

Zakljucak

Situacija u kojoj jedan od 32 ucenika nakon pet bacanja nov¢ic¢a zavrsi kao jedini
koji je dobio pet pisama vrlo je vjerojatna. Medutim, takav ishod ne znaci da
je taj pojedinac bolji od ostalih. Kako je u ovom slucaju netko morao biti
izabran, pukom sluc¢ajnoséu odabran je taj pojedinac.

Promatracima se moze uciniti da taj pojedinac zna bacati nov¢i¢, dok ce taj
pojedinac misliti da mu je krenulo. No, uocite da nismo prije pocetka igre utvrdili
tko ¢e ta osoba biti, nego tek nakon nje, $to je bitna razlika. Ako ta osoba moze
ponavljati pobjede u ponovnim izvodenjima ove igre, to bi ve¢ znacilo da je manje
vjerojatno rije¢ o slucajnosti.

Sliéni zakljucci vrijede ako je ostalo i vise od jedne osobe naken pet bacanja.
Sreca nas Cesto moze prevariti i odigrati ulogu koje ne moramo-biti svjesni.

1.2. Opazeni podatci i (nevjerojatni) zakljucci

Svakodnevno se objavljuju razli¢ita znanstvena i drustvena istrazivanja temeljena
na prikupljenim podatcima. Citatelji su mogli uoéiti da, ponekad zakljuéci ovih
istrazivanja mogu biti u sukobu jedan s drugim.  Na Slici 1.3. nalaze se naslovi
nekih ¢lanaka iz razdoblja pandemije koronavirusa.:

Istrazivanja se razlikuju:
e prema nacinu na koji su odabrani sudionici istrazivanja;

o prema postavljenim pitanjima (zabiljeZenim osobinama sudionika).

Kontrolirani eksperimenti

Odabir sudionika iznimno je bitan. U §6.3. vidjet ¢emo kako je provedeno ispi-
tivanje efikasnosti cjepiva. Ispitanici su bili podijeljeni u dvije podjednako velike
skupine. Dodatno se pazilo da ove dvije skupine budu sli¢ne opcéoj populaciji, tj.
da sastav skupina po zastupljenosti bitnih obiljezja (spol, dob, krvna grupa...)
odrazava cjelokupno stanovnistvo kojemu je cjepivo namijenjeno. Pokazalo se da
je skupina koja je dobila cjepivo imala manje oboljelih i manje preminulih od sku-
pine koja je dobila placebo pripravak. Ovaj nacin istrazivanja zove se kontrolirani
(A/B) eksperiment. On predstavlja standard za donoSenje zakljucaka djeluje li
neki postupak ili ne, a primjenjuje se u raznim disciplinama gdje je to moguce i
posveceno mu je cijelo poglavlje §6. No kao sto ¢emo vidjeti, u nekim slucajevima
takve eksperimente nije moguce provesti.

Istrazivanja opazanjem

Naslovi sa Slike 1.3. nastali su za vrijeme pandemije koronavirusa kada je postojao
veliki interes da se utvrdi koliko dobro §titi tzv. prirodni imunitet koji su pojedinci
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3. Medijan i kvantili

Trajanje leta (minute)

U proslom poglavlju predstavili smo jednu mjeru za sredinu podataka — aritme-
ticku sredinu. Imali smo se priliku upoznati s njezinim svojstvima, te pokazati
neke probleme koji mogu nastati njezinom interpretacijom u kontekstu podataka
kojima raspolazemo.
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3. MEDIJAN I KVANTILI

U ovom poglavlju upoznajemo se s jednom novom mjerom za sredinu skupa poda-
taka — medijanom. Vidjet ¢emo da se medijan nalazi u Sirem skupu podatkovnih
funkcija koje zovemo kvantili. A ¢emu sluze, imat ¢éemo priliku vidjeti na primjeru
podataka o kasnjenju zrakoplova.

3.1. Primjeri, definicija i svojstva medijana

Ivona provjerava letove za Havaje

Ivona putuje na Havaje preko Los Angelesa. Kako
bi znala kad ¢ée stié¢i, Ivona je odlucila provjeriti
podatke o sljede¢emu:

e Koliko letovi iz Los Angelesa za Honolulu
kasne u polasku?

o Koliko traje let do Honolulua?

Prije nego sto ¢e doé¢i do podataka o kojima
éemo govoriti u §3.2., Ivona se raspitala kod pet
prijatelja.

Honolulu  (Izvor fotografije:
Wikipedija)

Svi su joj rekli da je let trajao otprilike 5.5 sati; dok je kasnjenje letova u polasku
bilo
0, 0, 0,-88, i0 (3.1)

minuta.

Ivona je razmisljala o tome kako sazeti ove
podatke. Prosjek tj. aritmeticka sredina od
17.6 minuta ne c¢ini joj se kao podatak koji
informativno opisuje kasnjenje u polasku. Jer
osim jednog leta koji je kasnio puno vise, svi
ostali poletjeli su na vrijeme.

Ivonu zanima koja bi se mjera mogla iskoristiti za opisivanje ovoga skupa po-
dataka.

Osnovno o medijanu

Postoji vise mjera koje mogu opisati ovaj niz podataka, no kao sto ¢emo vidjeti,
medijan je mjera kojom ¢e Ivona opisati podatke o kasnjenju leta u polasku tako
da informacija bude korisna.

Idejno, medijan je M broj koji brojevne podatke rasporeduje u dva podskupa
podataka:

e podatke koji su manji ili jednaki od M;
e podatke koji su vedi ili jednaki od M;
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3.5. Kvantili i interval pouzdanosti

Niz podataka /| oo (0ot | 95 %-Kkvantil
opis vrijednosti

Trajanje leta 300 345
Kasnjenje leta 0 87.75

Tablica 3.5. Izracun kvantila za trajanje i kasnjenje leta

Interval [go.05, g0.95] ima nekoliko dobrih svojstava:

o Najmanje 90 % ¢lanova niza podataka ima vrijednosti u tom intervalu. (Uocimo:
ako su sve vrijednosti iste, interval je jedna toc¢ka i svi ¢lanovi niza imaju vri-
jednosti u tom intervalu.)

e 5 % najnizih i 5 % najvisih vrijednosti nisu u intervalu, osim ako se te vri-
jednosti ne pojavljuju ¢esto. Ovo je-dobro jer se ekstremne vrijednosti cesto
postizu u okolnostima koje nisu uobic¢ajene. Primjerice, kasnjenje od 20 sati
mozda je uzrokovano snjeznom olujom koja do tada nikad nije bila zabilje-
Zena, ili se let od 280 minuta dogodio jer je taj dan putnike prevozio brzi
zrakoplov koji nikada ne leti na toj relaciji.

Definicija 3.9. Interval [qo.05,0.95] zovemo 90 %-interval pouzdanosti.
Interval pouzdanosti koristi se u praksi tako da Ivona priopéi kako:

o let izmedu Los Angelesa i Honolulua u (bar) 90 % slucajeva traje od 300 do
345 minuta,

o isti let u polasku u (bar) 90 % slucajeva kasni od 0 do 87 minuta.

Pogled na buducée podatke

Postavlja se pitanje za Sto mozemo iskoristiti ove zakljucke. Ovi zakljucci korisni
su za planiranje leta. Neka od pitanja na koje Ivona moze dobiti odgovor su:

e Kada okvirno stizemo? Koliko bi let mogao kasniti u polasku?

o Koliko hrane da ponesemo u avion? Koliko stranica knjige mozemo procitati
ili filmova pogledati u zrakoplovu?
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4. Linearna regresija

500

U prirodnim, tehnickim i drustvenim znanostima cesto se susre¢emo s pojavama
koje pokazuju odredene zakonitosti — pravilnosti koje se mogu opisati matema-
tickim modelima. Medu njima, linearni modeli — u kojima se pojave opisuju
linearnim funkcijama nekih opazanja — zauzimaju posebno mjesto zbog svoje
jednostavnosti, razumljivosti i Siroke primjenjivosti. Oni omoguéuju analizu od-

73



4. LINEARNA REGRESIJA

Dokaz. Zasvei=1,...,n vrijedi y; = ax; + b. Zato je

y= %(yl—l-...—l—yn) = %((axl—kb)—l—...—l—(axn—kb))
:%(x1+...+xn)+b:aaz=+b. (4.4)
Sada je
(s = 2)(yi —§) = (x; — T)((az; +b) — (aZ + b)) = a(z; — ) (4.5)
zat=1,...,n. Dobivamo
5 (42145) a(z1 — 3_0_)2 + a(z2 —_SE)2 +.. +a(z, - z)® | .
(x1 — )2+ (22 — )24+ ... + (x, =)
a iz ovoga, koristeci (4.4), odmah slijedi b = §j — 4% = (aZ + b) —aZ = b. |

4.3. Cijene nekretnina

Internetska stranica Redfin® pruza podatke o nekretninama, ukljucujuéi oglasene
i realizirane prodajne cijene u SAD-u. U ovom ¢emo primjeru analizirati kretanje
cijena kuéa u nizu® na podrudju grada Seattlea, unutar postanskog broja 98122.
Imamo skup od 50 nekretnina koje su prodane u razdoblju od veljace do kolovoza
2025. Dio podataka sa svojstvima tih prodanih nekretnina dan je u Tablici 4.2.

Podatci ukljué¢uju prodajnu cijenu izrazenu u americkim dolarima te povrsinu u
kvadratnim stopama (sqft). Za analizu ¢emo ponovno koristiti Excel.

5Podatci su preuzeti sa stranice redfin.com.
6engl. townhomes
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4.3. Cijene nekretnina

Povrsina  Cijena Zemljiste Godina Spavaéih Kupaonica

(saft) (USD)  (sqft) izgradnje soba
750 590 000 1260 2004 2 1.5
1557 934 950 1739 2016 3 2
1674 1074900 1124 2024 4 2.5
1820 935 000 1537 2007 3 3.5
1050 605 000 950 2020 2 2
1400 819 000 1051 2019 3 2
1050 630 000 1300 2007 2 1.5
1796 1 060 000 1276 2009 3 2.5
2500 1114 500 2521 1891 4 3.5

Tablica 4.2. Pregled nekretnina i nekih njihovih svojstava

Kao sto je vidljivo na Slici 4.5., linearni regresijski model procjenjuje da odnos
izmedu povrsine i cijene nekretnine prati pravac

y = 516.94z + 98818, (4.6)

gdje je x povrsina u kvadratnim stopama, a y prodajna cijena u dolarima.

Cijena (USD)
°00°° y = 516.94x + 98818
1000000
800000
600000

400000

200000

0
0 500 1000 1500 2000 2500

Slika 4.5. Cijene kuéa u nizu (u dolarima) u odnosu na povrsinu i regresijski pravac.

Zanimljivo je primijetiti da model predvida cijenu od 98 818 dolara za nekretninu
s povrsinom x = 0. Iako se to na prvi pogled moze ¢initi paradoksalnim, takav
rezultat ukazuje na Cinjenicu da vrijednost nekretnine ne ovisi iskljuc¢ivo o
unutarnjoj povrsini. Naime, cijenu znacajno odreduje i zemljiSte na kojemu se
nekretnina nalazi. Nekretnina s malom kvadraturom, ali smjeStena na atraktivnoj
lokaciji ili na velikom zemljistu, moze imati visoku trzisnu vrijednost.
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8. Umjetna inteligencija i
uvjetna vjerojatnost™

* Ovo poglavlje namijenjeno je Citateljima upoznatima s gradivom srednje skole.
Pozeljno bi bilo da su upoznati s osnovnim pojmovima iz vjerojatnosti kao sto su:
vjerojatnosni prostor, svojstva vjerojatnosti... Ovdje éemo uvesti pojmove koji su

171



8. UMJETNA INTELIGENCIJA I UVJETNA VJEROJATNOST*

Jednostavni model

- I

Neka je alfabet zadan kao ¥ = {"Nakon', "kise’, "snijega’, "bit ée i"}.

kise kise
Nakon < > bit ée i <
snijega snijega

Slika 8.5. Jednostavni jezi¢ni model

P mozemo definirati tako da bude ispunjeno:
e tekst ima 4 simbola;
o tekst pocinje simbolom "Nakon”;
o Drugi i ¢etvrti simbol su iz skupa { "kise’, "snijega "};
e tredi je simbol u tekstu "bit cée i".

Kao sto je prikazano na Slici 8.5, u ovom se modelu zapravo drugi i ¢etvrti simbol
pojavljuju po nekom vjerojatnosnom modelu, dok su prvi i treé¢i simbol zadani.

Simuliranje teksta
za ispis

Korisnikov unos Racunanje vjerojatnosti

100%

u Nakon snijega

80%

60% . 7 .

0% bit e i

20% kise
I

0%

bit ¢e i snijega bit ¢e i kise

Slika 8.6. Pojednostavljena shema rada jezi¢nih modela

Jednostavna implementacija
Nakon sto korisnik unese svoj tekst, aplikacija ce:

- procijeniti vjerojatnosni model nastavka teksta uvjetno na uneseni tekst.
Ovaj model oznacavamo® s

P(- | korisnikov unos).

- simulirati uzorak na temelju ovog modela i ispisati tekst korisniku.

61zraz P(-|B) oznacava preslikavanje A — P(A|B).
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Literatura

(IVJEROJATNOST I

O podatcima, vjerojatnosti, statistici i umjetnoj inteligenciji napisano je mnogo.
U nastavku, odabranim popisom literature nastojimo dati smjernice o materijalima
koji mogu posluziti za pojedine teme i razine predznanja.

Osnovnogkolci mogu pronaéi uvod u vjerojatnost i statistiku. u knjizi [2], dok se
pocetnici zainteresirani za umjetnu inteligenciju mogu upoznati s osnovama u knjizi
[43].

Za srednjoskolce je poZeljno da su upoznati sa sadrzajem knjiga [3] i [4], jer one
pruzaju teorijske temelje koji olakSavaju razumijevanje knjige. U vrijeme pisanja
ove knjige Python je jedan od najrasirenijih programskih jezika u obrazovanju i
industriji, pa za njegovo bolje razumijevanje ¢itateljima preporucujemo koristenje
standardnih udzbenika poput [60]. Knjiga [71], namijenjena natjecateljima iz ma-
tematike, u dodatcima A i B obraduje teme iz teorije grafova i vjerojatnosti.

.....

mijevanje tema obradenih u ovoj knjizi, mogu pronaci prosireni popis relevantnih
izvora rasporedenih po temama. Svaka tema ukljucuje knjige, znanstvene i strucne
¢lanke te video materijale.

Vecdina autorovih ¢lanaka ukljucena je i prosirena u ovoj knjizi.

Vjerojatnost i statistika

Popularni udzbenik Sveuéilista Kalifornija u Berkeleyu [6]
ostvario je dobru ravnotezu izmedu teorije i stvarnih po-
dataka. S druge strane, knjiga [7] dobro je sazet teorijski
udzbenik za matematicku statistiku. Udzbenici Sveuci-
lista u Osijeku [10] i [11] obraduju teme iz vjerojatnosti
i statistike na raznovrsnim primjerima. Knjige [12] i [13]
teoretski obraduju ovu tematiku za studente tehnickih stu-
dija.
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Hrvatsko matematicko drustvo (HMD) osnovano je 1949. godine s ciljem promicanja
matematicke znanosti, obrazovanja i kulture. Kao sredisnja strukovna udruga matemati-
c¢ara u Hrvatskoj, HMD okuplja stru¢njake iz akademske zajednice, obrazovnog sustava i
industrije, poticuéi razmjenu znanja i razvoj matematickog misljenja, te predstavlja Hr-
vatsku u Medunarodnoj matematickoj uniji i Europskom matematickom drustvu.

Drustvo je aktivno u izdavastvu struénih i znanstvenih publikacija, organizaciji konfe-
rencija, predavanja, natjecanja i edukativnih programa. Ova knjiga objavljena je u sklopu
izdavacke djelatnosti HMD-a, s namjerom da doprinese razumijevanju i Sirenju matema-
ticke pismenosti medu razli¢itim generacijama citatelja.

Informacije o izdanjima i aktivnostima HMD-a mozete na¢i na web-stranici

matematika.hr
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