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ProSireni sazetak

Matematicka kreativnost danas se sve viSe prepoznaje kao vazna kompetencija u
21. stoljecu, posebno u kontekstu pripreme studenata za zahtjeve suvremenog trzista rada. Ona
ne podrazumijeva samo pronalazenje tocnog rjesenja, nego sposobnost da student do rjeSenja
dolazi na razliCite nacine, povezuje ideje i pronalazi pristupe koji su za njega novi ili
neoCekivani (Suheraman & Vidakovich, 2022). Drugim rije¢ima, rije¢ je o procesu
razmiS$ljanja u kojem student aktivno istrazuje, ispituje i kombinira matemati¢ke koncepte i
tako dobiva novi proizvod.

U literaturi se matematicka kreativnost najcesce opisuje kroz Cetiri kljuéne dimenzije:
fluentnost, odnosno sposobnost generiranja veceg broja ideja; fleksibilnost, koja se odnosi na
primjenu razli¢itih pristupa; originalnost, koja podrazumijeva pronalaZenje neuobicajenih
rjeSenja; te elaboraciju, odnosno sposobnost jasnog objasnjavanja i1 razrade vlastitih ideja
(Levav-Waynberg & Leikin, 2012). Medutim, u praksi se nastava matematike jo§ uvijek cesto
svodi na primjenu unaprijed zadanih postupaka, Sto studentima ostavlja malo prostora za razvoj
tih vjeStina. U ovom predavanju predstavit ¢e se pristupi koji omogucéuju pomak od takve
prakse prema nastavi koja aktivno poti¢e matematicku kreativnost. Poseban naglasak bit ¢e na
otvorenim 1 nerutinskim zadacima koji nemaju jedno unaprijed zadano rjeSenje, nego
omogucuju vise razli€itih pristupa (El Turkey 1 sur., 2024). Takvi zadaci poticu studente da
postavljaju pitanja, usporeduju ideje, povezuju razli¢ite matematicke koncepte i razvijaju
dublje razumijevanje sadrzaja.

Osim samog dizajna zadataka, vaznu ulogu ima i1 na¢in na koji studenti dozivljavaju
vlastite sposobnosti. Istrazivanja pokazuju da je samopouzdanje u rjeSavanju nerutinskih
problema klju¢an ¢imbenik u razvoju kreativnosti (Evans 1 sur., 2021). Studenti koji vjeruju da
mogu pristupiti novim i nepoznatim zadacima spremniji su eksperimentirati, preuzeti rizik i
ustrajati u trazenju rjesSenja, ¢ak i kada se suoce s poteskoama. Kroz konkretne primjere iz
nastave pokazat ¢e se kako 1 kratke aktivnosti, poput nekoliko minuta rada na nerutinskom
zadatku tijekom predavanja, mogu potaknuti aktivno sudjelovanje studenata u nastavi i otvoriti
prostor za kreativno misljenje. Takav pristup posebno je vazan za studente strucnih studija jer
im pomaze da razviju vjeStine koje su danas trazene na trziStu rada, poput fleksibilnosti,
kritickog misljenja i rjeSavanja problema u novim kontekstima.
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Kljucéne rijeci: matematicka kreativnost, nerutinski zadatci, zadatci otvorenog tipa
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Ucenje matematickih sadrzaja unutar veéine kolegija u visokom obrazovanju, a
posebice u kolegijima inzenjerskih smjerova, u velikoj mjeri trebalo bi pokazivati pravu, realnu
primjenu na konkretnim problemima iz prakse. Matematicko modeliranje ima klju¢nu ulogu
kao proces opisivanja realnog sustava ili pojave matematickim jezikom, gdje se identificiraju
uzro&no-posljediéne veze izmedu ulaznih parametara i izlaznih veli¢ina. (Stefan Trubi¢, Bagi¢-
Sisko, Vranié, 2023.) Proces se sastoji od nekoliko faza, kao §to su: (1) definiranje cilja modela,
(2) odabir relevantnih varijabli 1 pretpostavki, (3) formulaciju matematickih jednadzbi, (4)
rjeSavanje (analiticki ili numericki), (5) interpretacija rezultata i (6) validacija modela.
Matematicko modeliranje u ovom kontekstu ne predstavlja samo nastavnu metodu, ve¢ i most
izmedu teorijskog znanja 1 inZenjerske prakse.

U nastavi matematike na stru¢nim studijima cesto se javlja problem percepcije
matematike kao apstraktne discipline koja nije izravno povezana sa strukom. Takav pristup
mozZe negativno utjecati na motivaciju studenata 1 njthovo razumijevanje primjene
matemati¢kih koncepata u inZenjerskoj praksi. U ovom radu prikazuje se pristup poucavanju
matematike kroz matematicko modeliranje problema iz nematematickih kolegija, poput
kolegija Toplina 1 toplinski strojevi, Mehanika, Programiranje CNC strojeva, Obrada metala
deformiranjem na stru¢nom studiju Proizvodnog strojarstva. Naglasak je na oblikovanju
zadataka koji povezuju temeljne matematicke sadrzaje (funkcije, derivacije, integrale) s
konkretnim inZenjerskim problemima.

Rad plina u termodinamic¢kom procesu predstavlja tipic¢an primjer primjene odredenog
integrala u inZenjerskoj praksi. Studenti kroz ovaj model usvajaju koncept integrala kao
akumulirane veli¢ine, pri ¢emu matematicka formalizacija izravno odgovara fizikalnoj
interpretaciji rada kao povrSine ispod krivulje na p-V dijagramu. (Hnatko, Juki¢, 2012.) U
programiranju CNC strojeva geometrija obratka prevodi se u numericki zapis putem
koordinatnog sustava. Studenti kroz zadatke kotiranja uce kako geometrijske objekte (pravci,
lukovi) opisati pomocu koordinata, ¢ime se matematicki model izravno transformira u
upravljacki kod stroja. (BosSnjakovi¢, Stoi¢, 2019.) Taylorova jednadzba predstavlja jasan
primjer matematickog modela koji povezuje tehnoloske parametre obrade s trajno$c¢u alata.
Studenti kroz ovaj model primjenjuju potencijske funkcije 1 logaritamske transformacije te
razvijaju razumijevanje nelinearnih odnosa u inZenjerskim sustavima. (Grizelj, 2002.) U
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mehanici se gibanje tijela opisuje funkcijama polozaja u vremenu, pri ¢emu derivacija ima
jasno fizikalno znacenje kao brzina i1 ubrzanje. Na taj naCin matematicki koncept derivacije
dobiva konkretnu interpretaciju u analizi gibanja tehnickih sustava. (Matejic¢ek, 2009.)

Kroz nekoliko jednostavnih motivacijskih primjera matematickog modeliranja i
njegove primjene, studenti razvijaju svoja znanja, vjesStine i sposobnosti kako bi mogli
odgovoriti izazovima buducih inZenjera. Ova metodologija osigurava da matematicki rezultati
imaju prakticnu relevantnost, povezujuéi teoriju s empirijskom validacijom u inzenjerskoj
praksi.

Kljuéne rijedi: funkcije, inZzenjerska praksa, matemati¢ko modeliranje
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U nastavi matematike redovito se otvara pitanje koliko je moguce dio kolegija
organizirati tako da studenti matematic¢ke sadrzaje usvajaju kroz samostalni rad na konkretnim
problemskim zadacima, a ne isklju¢ivo kroz klasi¢ne oblike provjere znanja. Projektna nastava
u literaturi se povezuje s aktivnijom ulogom ucenika, istrazivackim pristupom, povezivanjem
nastavnih sadrzaja sa stvarnim problemima i razvojem Sireg skupa kompetencija (Rasi¢, 2022).
U nastavi matematike posebno se istice mogucnost da ucenici i studenti matematicke sadrzaje
primjenjuju u problemskim situacijama te ih povezuju s raCunalnim alatima 1 istrazivackim
radom (Bensi¢, 2007; Bjelanovi¢ Dijani¢, 2012). Novija istrazivanja upucuju i na moguénosti
primjene projektnoga ucenja u visokoskolskoj nastavi matematike (Juki¢ i Gotovac, 2024).

1z takvog je motiva proizaSla projektna nastava uvedena na kolegiju Matematika na prvoj
godini studija Ekonomija digitalnog poduzetnistva na SveuciliStu Algebra. lako je u pocetku
bilo predvideno da studenti kolegij u cijelosti polazu putem projekata, takav model u praksi
nije bilo mogucée provesti. Nastava je stoga organizirana tako da su studenti kroz projektne
zadatke mogli ostvariti najviSe 42 boda, dok su preostalih 58 bodova stjecali na pisanom dijelu
ispita.

Kolegij je bio strukturiran kroz Sest ishoda ucenja, a za svaki je ishod bio predviden po
jedan projektni zadatak. Racunski dio svih zadataka izradivao se u Excelu. Prva tri projekta
odnosila su se na podrucje financijske matematike i obuhvacala obracun osobnih primanja,
pracenje ulaganja u investicijski fond te izradu slozene otplatne tablice kredita. Preostala tri
projekta odnosila su se na primjenu linearne i eksponencijalne funkcije, rjeSavanje sustava
linearnih jednadzbi i1 funkcijsko modeliranje te analizu funkcije proizvodnje i funkcija
grani¢nih 1 prosjecnih troSkova.

Kako bi se smanjio prostor za prepisivanje, vrednovanje svakog projekta bilo je
organizirano u dva dijela. Student je najprije predao projekt, a zatim pristupio kratkoj provjeri
u kontroliranim uvjetima, u kojoj je rjeSavao skrac¢enu verziju srodnog zadatka. Konacan broj
bodova dobivao se mnoZenjem rezultata (postotaka) ostvarenih u ta dva dijela. Prosje¢na
uspjesnost studenata na projektnim zadacima iznosila je 75 %.

Provedba projektne nastave pokazala je viSe prednosti. Studenti su u pravilu bili
motiviraniji za rad te su ovakav oblik rada dozivljavali smislenim, jer su u zadacima lakse
prepoznavali uporabnu vrijednost matematic¢kih sadrzaja. Osim usvajanja gradiva, projektni
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zadaci doprinosili su 1 razvoju drugih kompetencija, osobito jasnijem strukturiranju rjeSenja,
pisanom obrazlaganju postupka te povezivanju racuna, grafickih prikaza i1 zakljuaka u jednu
cjelinu. S druge strane, takav oblik nastave od nastavnika trazi znatno ve¢i angazman, a u
pojedinim se slucajevima pokazala i disproporcija izmedu kvalitete pisanih rjesenja i stvarnog
znanja studenata. UnatoC tome, iskustvo provedbe pokazalo je da projektna nastava moze biti
vrijedan i u¢inkovit dio nastave matematike. Vjerujemo da se projektna nastava, uz prilagodbu
dobi i razini uc¢enika, moze uspjesno primjenjivati i na ranijim razinama obrazovanja.

Kljucéne rijeci: primjena matematike, projektna nastava, vrednovanje
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Generativni Al alati postali su neizostavan dio studentskog rada, no njihova primjena u
matematici nosi specificne izazove zbog mogucih pogresaka u logi¢kim koracima 1 ,,uvjerljivo
netocnih® rjeSenja. Dok su brojna istrazivanja usmjerena na opéu uporabu Al-a, ovaj rad
analizira obrasce koriStenja Al alata u u€enju matematike kod studenata Tehnickog veleucilista
u Zagrebu (TVZ). Fokus istrazivanja nije samo na tome koliko se Al koristi, ve¢ kako
(strategije) i s kakvim subjektivnim u¢inkom na proces ucenja.

Glavni cilj rada je utvrditi u kojoj mjeri razliciti nacini koristenja Al alata predvidaju
percipirane ishode ucenja matematike. Specificni ciljevi ukljuc¢uju: (1) analizu ucestalosti
koristenja Al-a za ucenje matematike (te usporedno i za druge kolegije), (2) identifikaciju

-----

i rizika. Na temelju teorijskih postavki o samoreguliranom u¢enju postavljene su hipoteze:

HI1. Ucestalost koriStenja Al alata pozitivno korelira s percipiranim napretkom u
razumijevanju matematickih koncepata.

H2. Strategije dubinskog koriStenja (npr. traZenje objasnjenja korak-po-korak, trazenje
alternativnih pristupa, generiranje slicnih zadataka) snazniji su prediktor ishoda
ucenja od same ucestalosti koristenja.

H3. Ucestalije iskustvo logickih pogreSaka Al-a negativno korelira s osjecajem
samopouzdanja pri rjeSavanju novih zadataka.

Istrazivanje se provodi anonimnom online anketom medu studentima prijediplomskih i
diplomskih stru¢nih studija graditeljstva, strojarstva i mehatronike Tehnickog veleuciliSta u
Zagrebu. Upitnik je konstruiran za potrebe ovog istraZivanja i obuhvaca: ucestalost/intenzitet
koriStenja, svrhu koristenja (npr. provjera rjeSenja, pojasnjenje teorije, pomo¢ pri zadacima),
strategije koriStenja (od pasivnog prepisivanja do aktivnog dijaloga i provjere), poteskoce i
rizike (npr. netocni odgovori, etiCke dileme, gubitak samostalnosti) te percipirane ishode
(brzina ucenja, razumijevanje, stres, samopouzdanje).

Planirana obrada ukljucuje provjeru pouzdanosti skala (Cronbach a), deskriptivnu i
korelacijsku analizu (Pearson) te hijerarhijsku multiplu regresiju. Zavisna varijabla bit ¢e
percipirani ishodi u¢enja matematike; u prvom koraku uvest ¢e se kontrolne varijable (npr.
godina studija i smjer), a u drugom prediktori (uCestalost, strategije, poteSkoce), kako bi se
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procijenio jedinstveni doprinos strategija koriStenja Al-a. Zaklju¢no, rad nudi preporuke za

nastavu matematike: osmisljavanje zadataka otpornijih na puko prepisivanje, integraciju Al-a

kao potpore za razumijevanje postupaka te razvoj okvira “Al pismenosti” s naglaskom na
provjeru i argumentaciju.

Kljucne rije€i: generativna umjetna inteligencija, uenje matematike, studentske strategije
ucenja.
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Cilj rada je, uz odredene pretpostavke, izvesti poopéenje poznate Eulerove formule za
trokut za slucaj kad je istom trokutu upisana i opisana elipsa.

U radu se najprije navode sve definicije i rezultati iz elementarne geometrije i analiticke
geometrije u ravnini potrebni za praéenje teksta (Pavkovié¢, Veljan, 2003.). Potom se bez
dokaza navode Eulerova formula za trokut koja povezuje polumjer trokutu opisane kruznice,
polumjer trokutu upisane kruZnice 1 udaljenost sredista tih kruznica, kao 1 Eulerova nejednakost
za trokut koja slijedi iz navedene formule. Za dokaze se Citatelja upucuje na odgovarajucu
literaturu (Pavkovi¢, Veljan, 2003 i Pavkovi¢, Veljan, 1995.)

Potom se detaljno izvodi poopéenje Eulerove formule za trokut u slu¢aju kad su istom
trokutu upisana i opisana elipsa. Polazi se od zadanoga para upisane elipse Eu 1 opisane elipse
E,. ¢ija sredista pripadaju pravcu usporednom s osi ordinata. Uz pogodnu koordinatnu postavku
analiticki se dobiva relacija koja povezuje duljine poluosi upisane elipse (duljinu velike poluosi
au 1 duljinu male poluosi b.), duljine poluosi opisane elipse (duljinu velike poluosi ao 1 duljinu
male poluosi bo) 1 udaljenost d sredista upisane elipse 1 srediSta opisane elipse:

b2
d’=a’-2a,a,+a’ [1——2}. (GE)
b

Pritom se dodatno koristi teorem o Ponceletovom zatvaranju za slucaj trokuta
(Dragovi¢, Radnovi¢, 2011.). On tvrdi da, ako postoji trokut koji je istovremeno opisan elipsi
E. 1upisan u elipsu Eo, onda za svaku tocku T € £, postoji trokut kojemu su £, upisana elipsa,

E, opisana elipsa 1 T jedan od vrhova. Teorem se navodi bez dokaza. Za dokaz se Citatelja
upucuje na odgovarajucu literaturu (Dragovi¢, Radnovi¢, 2011.).

Kao posebni slucajevi primjene (GE), navode se i1 detaljno analiziraju slucaj trokutu
upisane elipse i opisane kruznice, slucaj trokutu upisane kruznice 1 opisane elipse te slucaj
trokutu upisane i opisane kruznice. Prva dva slucaja su ilustrirana pogodno odabranim
numerickim primjerima.

Zaklju¢no se komentira da analogon relacije (GE) postoji i u sluc¢aju kad sredista istom
trokutu upisane i opisane elipse pripadaju pravcu usporednom s osi apscisa, kao i da ne postoji
analogon relacije (GE) za slucaj kad srediSta upisane i opisane elipse pripadaju pravcu koji nije
usporedan ni s jednom od koordinatnih osi.
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Klju¢ne rijeéi: Eulerova formula za trokut, opisana elipsa, upisana elipsa
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ProSireni sazetak

Digitalne tehnologije imaju sve vazniju ulogu u planiranju, izvodenju i vrednovanju
nastave matematike. U tom se kontekstu sve CeSce javlja potreba za izradom nastavnih
materijala koji omogucuju jasnu prezentaciju matemati¢kih sadrzaja, prilagodbu zadataka
razli¢itim razinama znanja te primjenu u ucionickom 1 mreZznom okruZenju. Otvoreni
matematicki alati pritom mogu biti vrijedna podrska nastavnicima jer omogucéuju ucinkovitu
izradu kvalitetno oblikovanih i interaktivnih digitalnih materijala.

U radionici ¢e se predstaviti moguénosti dvaju otvorenih alata — TeXmacsa i
Giac/Xcasa — u izradi interaktivnih matematickih zadataka 1 nastavnih materijala. TeXmacs
omogucuje semanticki unos formula, kvalitetan tipografski prikaz matematickih izraza i
povezivanje s raCunalnim algebarskim sustavima, dok Giac/Xcas podrzava simbolicke i1
numericke izracune, graficke prikaze te generiranje matematickih zadataka. Njihovom se
kombinacijom mogu izradivati dokumenti u kojima se izrazi automatski izratunavaju, grafovi
dinamicki generiraju, a zadaci prilagodavaju zadanim parametrima i potrebama nastave.

Radionica je osmisljena kao praktican rad sudionika uz vodenu demonstraciju. Nakon
kratkog uvoda u osnovne mogucnosti alata, sudionici ¢e izradivati jednostavne matematicke
zadatke 1 nastavne materijale te ispitati mogucnosti njihove primjene u Moodle okruzenju,
ukljucujuéi sustave Merlin i Loomen. Naglasak ¢e biti na konkretnoj uporabi alata u
svakodnevnoj nastavnoj praksi, osobito pri izradi digitalnih sadrzaja za online kolegije, e-
tecajeve, aktivnosti i druge oblike e-u¢enja. Buduc¢i da se i Merlin i Loomen temelje na sustavu
Moodle, radionica ¢e biti usmjerena na one oblike uklju¢ivanja sadrZaja koji su primjenjivi u
Sirem Moodle okruzenju.

Ciljevi: Upoznati nastavnike matematike s mogucénostima alata TeXmacs 1 Giac/Xcas u izradi
digitalnih nastavnih materijala, prikazati primjenu racunalnih algebarskih sustava u pripremi
matematiCkih sadrzaja te predstaviti moguénosti ukljucivanja izradenih materijala u Moodle
sustave poput Merlina i Loomena.

Ishodi uc¢enja: Nakon sudjelovanja na radionici polaznici ¢e moc¢i:
o koristiti osnovne funkcije alata TeXmacs za izradu matemati¢kih dokumenata,

e primijeniti Giac/Xcas za simbolicke izracune 1 grafi¢ke prikaze,
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e izraditi jednostavne interaktivne matematicke zadatke i nastavne materijale,

e ukljuciti i prilagoditi izradene sadrzaje u digitalnim okruzenjima temeljenima na
sustavu Moodle, poput Merlina i Loomena.

Upute za Kkorisnike: Radionica je namijenjena prakticnom radu na ra¢unalima u ucionici na
kojima ¢e biti instalirani alati TeXmacs i Giac/Xcas. Za sudjelovanje nije potrebno napredno
poznavanje programiranja. Polaznicima ¢e biti prikazani primjeri prijenosa 1 primjene
izradenih sadrzaja u Moodle okruzenju. Ako zele isprobati rad u vlastitom sustavu, preporucuje
se da imaju pripremljene pristupne podatke za Merlin ili Loomen te otvoren kolegij ili e-tecaj
u koji mogu unositi sadrzaje. PoZeljno je ponijeti i USB memoriju radi spremanja izradenih
materijala. Pristup Merlinu vezan je uz sustav visokog obrazovanja, dok je Loomen CARNET-
ova Moodle platforma dostupna i u Skolskom kontekstu.

Kljuéne rijeéi: Giac/Xcas, Moodle okruzenje, TeXmacs
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