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CILJEVI OBRAZOVANJA | KURIKULUM PITANJA

* CILJEVI OBRAZOVANIJA:
e PROFESIONALNO CERTIFICIRANJE VS. PRIPREMA ZA ZIVOT

* PARADIGME POUCAVANIJA:
e POSJECIVANJE SPOMENIKA VS. PROPITIVANJE SVIJETA

* POTREBA ZA POSTAVLIANJEM RELEVANTNIH PITANJA |
PROBLEMA, INFORMIRANJE O SUVREMENIM ALATIMA

* TEK SMO ZAPOCELI PRILAGODBU ZA POUCAVANIJE



STATISTICKO MISLJENJE

Promatramo populaciju za koju nas zanimaju Population .
odredena obiljezja/svojstva. ,aTrie\
U situaciji u kojoj ne mozemo testirati cijelu R I
populaciju obiljezja mozemo procijeniti na — "?‘\ # #,
temelju uzorka (podskupa populacije). N e il

Reprezentativni uzorak je uzorak koji ima ista
obiljezja (parametre) kao i Citava populacija.

Slucajni uzorak je niz nezavisnih jednako distribuiranih (n.j.d.) slucajnih varijabli.
Interpretiramo da svaka slucajna varijabla predstavlja jednu jedinku iz populacije
i da ima istu distribuciju kao populacija.




STATISTIKA

normalna i druge razdiobe
standardiziranje i z-vrijednosti
procjena populacijskih parametara
testiranje hipoteza

- razliciti nacini prikazivanja
podataka: tablice frekvencija,
histogram, kruzni dijagram...

- mjere srednje vrijednosti:
prosjecna (aritmeticka sredina),
sredisnja (medijan) i dominantna
vrijednost (mod)

- mjere rasprsenosti

- brkata kutija Nema nikad 100%—nih zakljucaka!
Vrlo pazljivo treba interpretirati!



SIMPSONOV PARADOKS

Petar je oba dana postigao bolji rezultat, ali Simun je ukupno ostvario bolji
rezultat. Tko ima bolji rezultat?

Prvi dan 2/2=100% 6/7=86%
Drugi dan 4/8=50% 1/3=33%
Ukupno 6/10=60% 7/10=70%




TRI VRSTE PRISTRANOSTI (eng. bias)

1) ORHIENTACIJA NA ISHOD

- zanemarivanje nasumicnosti i vjerojatnosti
- meteorolog: “70% vjerojatnost da ¢e padati kisa”
- zakljucak: svaki dan pada kisa ili 7 od 10 dana pada kisa?

2) PRISTRANOST JEDNAKOJ VJEROJATNOSTI

- “kisa ce padati ili nece padati, vjerojatnost je 50%”

- je li vjerojatnije da Ce zbroj brojeva na dvije kockice biti 6 ili 77
3) REPREZENTATIVNOST

- pravilno je manje vjerojatno: PPPGGG ima manju vjerojatnost nego PGGPPG



KAD IMATE RODENDAN?

Kolika je vjerojatnost da su dvije osobe iz ove grupe rodene istog datuma?

Broj Vjerojatnost
ucenika

10 11,7 %

20 41,1 %

23 50,7 %

30 70,6 %
75 99,97 %
— 365! |

(365 —n)!365"

vjerojatnost

0,8
0,6
0,4
0,2

Vjerojatnost dijeljenja rodendana

1 11 21 31 41 51 61 71

broj osoba



PRIMIJER

Statisticki je utvrdeno da u populaciji 1% ljudi ima rijetku bolest.

Test za tu bolest za 2% bolesnih daje negativan odgovor (osoba nema bolest),
a u 5% zdravih daje pozitivan odgovor (da osoba ima bolest).

Ako test daje pozitivan odgovor, koja je vjerojatnost da ste bolesni?

| Bolesni | zdravi Uotimo vaznost ,lano pozitivnin” i “lano

Pozitivan test 98% 5% negativnih” osoba, te potencijal za

Negativan test 2% 959%, interdisciplinarnost teme!



KLASICNA EKSPERIMENTALNA (A POSTERIORI)
DEFINICIJA VIEROJATNOSTI

Provodimo slucajan pokus (eksperiment) Ciji ishod varira:
* ishod nazivamo jos i elementarni dogadaj
* dogadaj = skup nekih ishoda (elementarnih dogadaja)

* relativna frekvencija dogadaja = broj pojavljivanja dogadaja od
ukupnog broja ponavljanja

Osnovne pr‘etpostavke: Problem: ishodi i njihove vjerojatnosti?

* svi ishodi su jednako moguci

* dolazi od pretpostavljene simetrije objekta kojim izvodimo eksperiment Neformalno!
(novcic¢, kocka itd.)

* relativne frekvencije se grupiraju oko realnog broja (izmedu 0 i 1)



PONAVLJANJE EKSPERIMENTA

Koliko su nam veliki uzorci?
Imamo li istu relativnhu frekvenciju za dani broj ponavljanja?
Zasto povecanjem dobivamo brojeve koji su sve blizi 50%?

Broj Relativna frekvencija pojavljivanja pisma
bacanja (neki primjeri izmjerenih uzoraka)

5 60%
5 80%
10 40 %
10 70 %
100 50 %
100 54 %
100 49 %
1000 51%

08
07

06t

05

041
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Relative frequency
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Hans Freudenthal, The ‘empirical law of
large numbers’ or ‘the stability of
frequencies’, 1972.

Potrebno posvetiti vise vremena statistickom
znacaju Zakona velikih brojeva.




Sto znadi

KLASICNA TEORIJSKA (A PRIORI) DEFINICHA |iednako

vjerojatno?
Cirkularna

Pretpostavimo li da imamo konacno mnogo elementarnih | ;. ...
dogadaja i svi su jednako vjerojatni govorimo o Laplaceovom
modelu vjerojatnosti.

k(A) Ova? d.efmlcua se moze_
koristiti samo uz gornje
(Q) pretpostavke!

Vjerojatnost dogadaja A € Qje P(A) =

Kazemo da je vjerojatnost omjer broja elementarnih dogadaja
povoljnih za A i broja svih elementarnih dogadaja.




UVJETNA VIEROJATNOST — DEFINICIJA

Uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se dogodio dogadaj B pozitivhe
vjerojatnosti definiramo formulom

P(A|B) =

P(A N B) Ne zaboravite
P (B) - sluéaj P(B)=0.

Dva puta bacamo kocku. Neka je A={prvi put je dobiven broj 2}

i B={zbroj je najvise 5}. Tada je P(A|B)=3/10i P(B|A)=1/2.

T enibroi2_ lpribrojnez
Zbroj najvise 5 (2,1),(2,2),(2,3) (1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (3,1), (3,2), (4,1)
Zbroj veci od 5 (2,4), (2,5), (2,6) Jos 23 para



UVJETNA VIEROJATNOST — BAYESOVA FORMULA

Neka je Q = H; U H, U --- U H}, particija prostora elementarnih dogadaja.

Podskupove H; nazivamo hipotezama.

Za svaki dogadaj A € Q vrijedi formula potpune vjerojatnosti

P(A)= ) P(ANH) = ) P(AIH)) - P(H)

Bayesova formula: P(H;|A) = P(Alg(izwi). "v
2O



UVJETNA VIEROJATNOST - PRIMIJER

Statisticki je utvrdeno da u populaciji 1% ljudi ima rijetku bolest.

Test za tu bolest za 2% bolesnih daje negativan odgovor (osoba nema bolest),
a u 5% zdravih daje pozitivan odgovor (da osoba ima bolest).

Ako test daje pozitivan odgovor, koja je vjerojatnost da ste bolesni?

| Bolesni | zdravi Na 20000 ljudi  Bolesni (200) Zdravi (19 800)

Pozitivan test 98% 5% Pozitivan test 196 990
Negativan test 2% 95% Negativan test 4 18810
Je li test
P(poz|bol)P(bol 196 pouzdan?
P(bol|poz) = (poz|bol)P(bol) = ~ 16% ’
P(poz) 196 + 990

https://www.mathsisfun.com/data/probability-false-negatives-positives.html




FERMATOVO PISMO PASCALU

U igri se baca novcic. Fermat pobjeduje ako se u nizu pojavi 10 puta glava,
a Pascal pobjeduje ako se u nizu pojavi 10 puta pismo. Pobjednik treba
dobiti 100 franaka. Igra se morala zavrsiti u trenutku kad se pojavilo 8
puta pismo i 7 puta glava. U kojem omjeru je pravedno podijeliti nagradu?

PP PGP PGGP GGG PGGG Sustavno
GPP GPGP GPGG  ispisivanje
GGPP GGPG i prebrojavanje
1/4 2/8 3/16 1/8 3/16

11/16 5/16



NEZAVISNOST

U prethodnim primjerima smo ponavljali pokus (bacanje novcica ili kockice) i
racunali vjerojatnost dogadaja u kojem su se odredeni ishodi dogodili u nizu
takvih pokusa. Pritom smo koristili da ishod u jednom ponavljanju ni na koji

nacin ne utjece na ishod u sljedecem ponavljanju —

Kazemo da su dva dogadaja Ai B ako vrijedi
P(ANnB)=P(A) - P(B).

ol

Tako smo racunali da je P(pp) = P(p) - P(p) = %% =



NEZAVISNOST VISE DOGADAIA N’tdm“
Kazemo da su dogadaji 44, ..., A, ako vrijedi , svaka dva!

P(A;, n--nAy)=P(4;,)P(4;,)

za svaki odabir podskupa indeksa {iy, ..., i} } € {1, ...,n}.

Na slici su dane vjerojatnosti za tri dogadaja.
Svaka dva dogadaja su nezavisna, ali sva tri nisu.

https://en.wikipedia.org/wiki/Independence_(probability _theory)

Nadite primjer tri skupa za koje vrijedi P(ANB N C) = P(A)P(B)P(C), ali
tako da nikoja dva medu njima nisu nezavisna.



VAZNOST ODABIRA MODELA [t e
Bacamo dva novcica. Kolika je vjerojatnost da ¢emo dobiti dva pisma?

PRVI MODEL: Razlikujemo koji je novci¢ prvi, a koji drugi (npr. crveni i plavi).
Tada je Q) = {pp,pg, gp, gg}. Svi dogadaji su jednako vjerojatni. Vieroratnost
Trazena vjerojatnost je Y. Ovo je model. nije 1/3!

DRUGI MODEL: Ne razlikujemo novtice. Tada je Q = {{p, p}, {p, 9}, {9, 9} }.
Nisu svi dogadaji jednako vjerojatni: P({p,p})=1/4, P({p,g})=1/2, P({g,g})=1/4.
Trazena vjerojatnost je .



:

2

UREDENI I NEUREDENI PAROVI

Bacamo dvije kocke.

Kolika je vjerojatnost da ¢e zbroj dobivenih brojeva

PRVI MODEL: Modeliramo uredenim parovima (i,j). Laplaceov model.

Broj povoljnih ishoda je 5, a ukupan broj je 36. Vjerojatnost je 5/36.
DRUGI MODEL: Modeliramo neuredenim parovima {i,j}.

1 (1,1) (1,2) (1,3) | (1,4) (1,5) (1,6)

2 [ 21 | @2 | 23) | @4 | @5 | 26

3 | 31) | 3.2) | B.3) | 3.4 | 3,5) | 3.6)

4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

5 (5,1) (5,2) (5,3) | (5,4) (5,5) (5,6)

6 (6,1) (6,2) (6,3) | (6,4) (6,5) (6,6)
Diti 87

Ukupan broj neuredenih parova je 21, od toga ih 6 ima vjerojatnost 1/36,
a 15 ih ima vjerojatnost 2/36. Povoljnih ishoda je 3 i njihove vjerojatnosti
su 2/36,2/36i1/36, pa je trazena vjerojatnost 5/36 (ne 3/21).




TKO JE U PRAVU?

U teniskom klubu je 12 djecaka i 13 djevojcCica. Medu djevojCicama
su tri sestre. Kolika je vjerojatnost da ako odaberemo dvije osobe da

ce one biti sestre?

Treba li modelirat pomocu uredenih ili neuredenih parova?



POSTAVLJANJE LAPLACEOVOG MODELA

U kutiji je jedna crvena i pet bijelih kuglica oznacenih brojevima 1, 2, 3, 4, 5.

v @OO00O
= slucajno!

Ne gledajuci, Domagoj izvlaci jednu po jednu kuglicu sve dok ne izvuce crvenu
kuglicu, nakon Cega prekida izvlaCenje. Izvucene kuglice se ne vracaju u kutiju.

Kolika je vjerojatnost da je zbroj brojeva na izvucenim bijelim kuglicama
barem 107

uvjetna vjerojatnost — vjerojatnost da ce crvena kuglica biti prva
nije ista kao vjerojatnost da Ce biti druga itd.



POSTAVLJIANJE LAPLACEOVOG MODELA

Odgovor se ne mijenja ako nastavimo kuglice izvlaciti do kraja! (Zasto?)

000000

Prostor svih elementarnih dogadaja se sastoji od svih permutacija Sest kuglica.
Svaki je jednako vjerojatan, tj. imamo Laplaceov model.
Trebamo prebrojiti u koliko permutacija je zbroj prije crvene kuglice barem 10.

Ispisujemo sve mogucnosti prema broju kuglica, pa kao u prethodnom primjeru za
svaki neuredeni skup pribrojnika prebrojavamo na koliko nacina ih mozemo
poredati. Ukupno imamo 288 povoljnih slucajeva od 6!=720 permutcija.

Trazena vjerojatnost je 288/720=2/5.

Kombinatorika: prebrojavanje permutacija



FERMATOVO PISMO PASCALU

U igri se baca novcic. Fermat pobjeduje ako se u nizu pojavi 10 puta glava,
a Pascal pobjeduje ako se u nizu pojavi 10 puta pismo. Pobjednik treba
dobiti 100 franaka. Igra se morala zavrsiti u trenutku kad se pojavilo 8
puta pismo i 7 puta glava. U kojem omjeru je pravedno podijeliti nagradu?

PPPP PGPP PGGP GGGP PGGG Sustavno
PPGP PGPG GPGP GGGG GPGG  ispisivanje
PPPG GPPP GGPP GGPG ' Prebrojavanie

PPGG GPPG

11/16 5/16



MALO OPCENITIJA DEFINICIJA

Promotrimo (matematicku, hipotetsku) situaciju u kojoj je zadan
e konacan ili prebrojiv skup elementarnih dogadaja (2
* realan broj p; = P(a;) € [0,1] za svaki element a; € Q)

ZP(ai) ~1.

za koje vrijedi

Tada za svaki podskup A € (), mozemo definirati vjerojatnost | koja je vjerojatnost

praznog skupa?
P(A) = z P(a).

a€ceA

Svojstva. P(AS) = 1 — P(A), P(AU B) = P(4) + P(B) — P(A N B).



GEOMETRIJSKA VIEROJATNOST

Dva prijatelja su se dogovorila da ¢e se naci na trgu izmedu 12i 13
sati. Tko prvi stigne, Ceka drugog 15 minuta i nakon toga odlazi.

Sto sve pretpostavljamo?

Kolika je vjerojatnost da Ce se prijatelji sresti? sostavljanje
o . - 5 _ vjerojatnosnog prostora.
Koje je prosjecno vrijeme Cekanja?
Yy A
Neka su x i y vremena kojima su prijatelji dosli

na trg, racunajucidaje 12 satiu 0, a 13 sati u 1.

. . . 1
Uvjet da su se sreli glasi |[x — y| < = §
Vjerojatnost da je uvjet zadovoljen je

#4513, 37
P(M)_H(Q)_l 2 2 4 4 16 0 1/4 1 X




BERTRANDOV PARADOKS

Koja je vjerojatnost da je tetiva dulja od stranice upisanog jednakostranicnog trokuta?

S

DVIJE TOCKE - KUT TOCKA NA POLUMJERU POLOVISTE — MANJI KRUG
Q = [0, 180] Q=[0,7] Q = [0,72%7]
1 1 1
p == P == p==

3 2 4



POTREBA ZA JOS BOLJIOM DEFINICIJOM

U proslom primjeru smo vidjeli definiciju geometrijske vjerojatnosti:

pavy =MD

Q)

Izraz u(M) oznacava povrsinu, a op¢enito moze oznacavati bilo koju

Imamo potrebu modelirati ovisnosti o varilj]ablama koje nisu diskretne, vec
ine. Takoder, prostor elementarnh dogadaja je beskonacan, i to
neprebrojivo!

nema svaki podskup kvadrata povrsinu, svaki podskup duzine duljinu.

Primjer. Vitalijev skup je podskup od [0,1] pri c¢emu smo odabrali po jednu tocku
iz svake klase R/Q.



AKSIOMATSKA DEFINCIJA VIEROJATNOSTI

Definicija (Kolmogorov 1933.) Vjerojatnosni prostor se sastoji od

* skupa elementarnih dogadaja ()

e g-algebre /I na skupu ()

* funkcije vjerojatnosti P: A — |0,1]

za koje vrijedi

(normiranost) P(Q)) = 11

(o-aditivnost) za svaki niz u parovima disjunktnih dogadaja (4,,), u A vrijedi

p (L)A,J _ Z P(A,).

(Familija A podskupova od () je o-algebra ako sadrzi (), te je zatvorena na
komplemente i prebrojive unije.)




KLASICNE DEFINICIJE VJEROJATNOST!

Eksperimentalna (a posteriori) Teorijska (a priori) definicija
definicija
* Zakon velikih brojeva je teorem koji

mozemo dokazati na temelju

aksiomatske definicije. * Konacno mnogo .
jednakovjerojatnih elementarnih

dogadaja u (2
* A = (L) partitivni skup

* Laplaceov model

* Ako promatramo ishode slucajne
varijable koja ima binomnu
razdiobu, onda relativne

frekvencije %A teze P(A).



ZAKON VELIKIH BROJEVA

Neka su X4, X5, ... nezavisne jednako distribuirane
slu¢ajne varijable s oéekivanjemx/,t. Tada vrijedi
Xl + *ee + n
_ '

n n

KONVERGENCIJA PO VJEROJATNOSTI (SLABI ZAKON)

lim P(|S,, —ul < &) =1 zasvakie >0
n

KONVERGENCIJA GOTOVO SIGURNO (JAKI ZAKON)

P(limS§,, =u) =1
n




HVALA NA PAZNJI!



