MATEMATICKI KLOKAN 2024

RJESENJA ZADATAKA

Pitanja za 3 boda:

1. [Ujedinjeno Kraljevstvo] Koji je od zadanih brojeva za dva manji od visekratnika broja 10, za dva veéi od
potpunog kvadrata i dvostruko veéi od prostog broja?

A) 78 B) 58 C) 38 D) 18 E)6
Rjesenje: C

2. [Njemacka] Mladi je klokan razrezao pizzu na Sest jednakih dijelova. Pojeo je jednu krisku
pa preostale razmjestio tako da izmedu svake dvije bude isti razmak, kao na slici. Koliki je
sada kut izmedu dvije kriske pizze?

A)5° B) 8° C)9° D) 10° E) 12°
RjeSenje: E
Zbroj svih pet kutova mjere je %00 = 60°. Stoga je kut izmedu dvije kriske 6?00 = 12°.
3. [Finska] Josip ima neobi¢nu naviku crtanja koordinatnog sustava tako da je pozitivan smjer koordinatnih osi

lijevo, odnosno dolje. Kako bi izgledao graf funkcije y = x + 1 u Josipovu koordinatnom sustavu?

A) B) C) D) E)

Rjesenje: D

4. [Njemacka] Kata je namjestila igra¢u kocku tako da su vjerojatnosti dobivanja svakog od brojeva 2, 3, 4 ili 5 jo§
uvijek i, no vjerojatnost dobivanja broja 6 dvostruko je veca od vjerojatnosti dobivanja broja 1. Kolika je

vjerojatnost da se bacanjem Katine igrace kocke dobije 6?

1 1 7 2 5
A) " B) - C) v D) 5 E) =
Rjesenje: D
Vjerojatnost dobivanja broja 1 oznac¢imo s P(1), a vjerojatnost dobivanja broja 6 s P(6).
2

Vrijedi: P(1) + P(6) = % i P(6) = 2P(1). Iz ovog sustava slijedi P(6) = 5
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5. [Finska] Dabar Zeli obojiti kvadrate i trokute prikazane na slici
tako da susjedni likovi budu obojeni razli¢itim bojama (¢ak i oni
kojima je zajednicki samo vrh). Koliki je najmanji broj boja koji
mu za to treba?

A)3 B) 4 C)5 D) 6 E)7

Rjesenje: C
Postoje to¢ke koje su zajednicke za 5 likova. Dakle, treba mu najmanje 5 boja. To ¢e biti dovoljno — primjer
bojenja s 5 boja je na slici.

6. [Kina] Na stolu je 6 ¢asa okrenutih otvorom prema gore. U svakom potezu mozemo okrenuti to¢no 4 Case.
Koliko je najmanje poteza potrebno kako bi sve ¢aSe bile okrenute otvorom prema dolje?

A)2 B) 3 C) 4 D)5 E) 6

Rjesenje: B

Nakon prvog ¢emo poteza imati neke 4 ¢aSe okrenute otvorom prema dolje (D) i preostale dvije prema gore (G).
Nije moguce u drugom potezu napraviti da sve ¢ase budu okrenute prema dolje. No, ako DDDDGG u drugom
potezu prebacimo u DGGGDG, imat ¢emo Cetiri ¢aSe okrenute prema gore koje ¢emo u treCem potezu okrenuti
otvorom prema dolje. Odgovor je 3.

7. [Grcka] Martin je poceo s brojem 1 i pomnozio ga sa 6 ili 10. Zatim je rezultat pomnozio sa 6 ili 10. Nastavio je
isti postupak. Koji od ponudenih brojeva Martin nije mogao dobiti svojim postupkom?

A) 2100320580 B) 290320580 C) 290320570 D) 2110380530 E) 250550

Rjesenje: B

Martin ¢e u svakom potezu imati broj oblika N = 6™ - 10™, gdje su m i n nenegativni cijeli brojevi. Onda je
N=(2-3)"-(2-5m=2m+n.3m.5" Primijetimo da je eksponent potencije s bazom 2 jednak zbroju
eksponenta potencije s bazom 3 i eksponenta potencije s bazom 5. Od ponudenih brojeva jedino onaj pod B ne
zadovoljava ovaj uvijet.



8. [Gr¢ka] Kroz park prolaze crna i siva staza, kao na slici. Svaka staza dijeli park na dva dijela jednake povrsine.

Koja od ponudenih tvrdnji mora biti to¢na za povrSine A, B i C?

AA=C B)B=A+C C)B=5(A+C) D)B=§(A+C) E)B=§(A+C)

Rjesenje: B
Svaka staza dijeli park na dva dijela jednake povrsine. U tom je slucaju povrsina parka

lijevo od crme staze jednaka povrsini parka lijevo od sive staze,tj. D + B=D + A +
C,izcegaslijedi B = A + C.

Pitanja za 4 boda:

9. [Finska] To¢no jedna od ponudenih tvrdnji o odredenom prirodnom broju n je istinita. Koja?

10.

A) n je djeljivs 3 B) n jedjeljivsa6 C)n je neparan D)n=2 E) n je prost

Rjesenje: C

B ne mozZe biti istinito jer bi onda i A bilo istinito.

D ne moze biti istinito jer bi onda i E bilo istinito.

Kako D nije istinito, onda ni E ne moze biti istinito jer bi tada i C bilo istinito.

Preostale su nam tvrnje A i C. Ako je A istinita tvrdnja, onda bi C trebala biti lazna, $to znaci da je n paran, a
tada je B istinito.

Preostala nam je tvrdnja C —n je neparan broj koji nije djeljiv s 3 niti je prost, npr. 25.

[Gréka] Trostrana piramida ABCD ima bridove duljina 5, 6, 7, 8,91 10. Tocke M, N, P, Q, R i S polovista su
bridova piramide, kao na slici. Kolika je duljina zatvorene izlomljene linije MNPQRSM?

A) 19 B) 20 C) 21 D) 22 E) 23

Rjesenje: C
Dana linija sastoji se od srednjica strana piramide ABCD (spojnice polovista bridova). Duljina srednjice polovina
je duljine treée stranice trokuta. Duljina izlomljene linije MNPQRSM stoga je %(10 +5+6+7+8+6)=21.



11.

12.

[Austrija] Ivan ima crne i bijele jedini¢ne kocke. Iskoristit ée njih 27 kako bi napravio 3 x 3 x 3 kocku. Zeli da
polovina povrsine te kocke bude crne, a polovina bijele boje. Koji je najmanji moguéi broj crnih kockica kojima
to moze postic¢i?

A) 14 B) 13 C)12 D) 11 E) Nista od navedenog.

Rjesenje: E

Oplosje velike kocke bit ¢e 6 - 32 = 54. Povriina prekrivena pojedinom bojom treba biti jednaka 27.

Najmanji broj crnih kockica posti¢i ¢emo tako da postavimo njih 8 u vrhove velike kocke (svakoj se vide 3
strane), jednu na brid velike kocke (vide joj se dvije strane) i jo§ jednu u sredinu jedne strane velike kocke (vidi
joj se samo jedna strana). To nas dovodi do najmanjeg broja od 10 crnih jedini¢nih kockica.

[Rusija] U kvadrat stranice duljine 6 cm ucrtana je dijagonala, polukruznica i Cetvrtina
kruZnice (vidi sliku). Kolika je povrSina osjen¢anog dijela, u cm??

10w

A)9 B) 3m C) 6w —9 D) =~ E) 12

Rjesenje: A

Uoc¢imo da se osjencani dijelovi mogu razmjestiti tako da

tvore tocno Cetvrtinu kvadrata (vidi sliku).
v 62
PovrSina je onda —- = 9 cm2,

13. [Gréka] Na slici su Cetiri kvadrata. Tri manja imaju duljine stranica a, b i ¢. Vrhovi A i C dvaju manjih kvadrata

podudaraju se s nasuprotnim vrhovima velikog kvadrata. Vrh B tre¢eg malog kvadrata nalazi se na stranici velikog
kvadrata. Koji od ponudenih izraza predstavlja duljinu stranice najveceg kvadrata?

A

A)%(a+b+c) B)Va?+b2+c?2 C)J(a+h)2+c?2 D)(b—a):+c? E)Va?+ ab+ b?+ c?

Rjesenje: C

bl b L=1c |c

c a+b
Uocimo da su dva siva trokuta na slici sukladna (podudaraju se u duljini hipotenuze te u kutovima).
Koriste¢i Pitagorin pouc¢ak imamo x2 = (a + b)? + ¢2.



14.

15.

16.

[Rusija] Koliko ima troznamenkastih brojeva koji sadrze barem jednu od znamenaka 1, 2 ili 3?
A) 27 B) 147 C) 441 D) 557 E) 606

RjeSenje: E

Svih troznamenkastih brojeva ima 900. Troznamenkastih brojeva koji ne sadrze niti jednu od znamenaka 1, 2 1 3
ima 6 -7 -7 = 294 (znamenka stotica moze biti jedan od brojeva 4, 5, 6, 7, 8, 9; znamenke desetica i jedinica
mogu biti bilo koji od brojeva 0, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Troznamenkastih brojeva koji sadrze barem jednu od znamenaka
1, 2ili 3ondaima 900 — 294 = 606.

[Australija] Mirta je zapisala ¢etveroznamenkast broj N = pqrs. Kada je stavila decimalnu to¢ku izmedu
znamenaka q i r, primijetila je da je dobiveni broj pq.7s prosjek dvoznamenkastih brojeva pq i 7s. Odredi zbroj
znamenaka broja N.

A) 14 B) 18 C) 21 D) 25 E) 27

Rjesenje: B

Znamo da je pg-7s = P ). 2(pq + 0.75) = pg + 7.
Slijedidajepg=7s —2-0.7s =75 — 2 ;—SO =75 _:,:;’ odnosno 50pq = 497s.
Bududi da 49 dijeli desnu stranu jednakosti, slijedi da dijeli i lijevu stranu, a s brojem 50 nema zajednickih
djelitelja. Stoga 49 mora dijeliti pq. Jedine moguc¢nosti su da je pqg = 49 ili pq = 98. Ako je pq = 98, tada bi r's
bilo jednako 100, a to nije dvoznamenkasti broj. Ako je pq = 49, tada je s = 50, i to je mogucnost koja

odgovara uvjetima zadatka. Dakle, N = 4950, a suma njegovih znamenaka je 18.

[Australija] Dvije svijece jednake visine pocCele su gorjeti u isto vrijeme. Jedna od njih izgorjet ¢e za 4 sata, a
druga za 5 sati, obje konstantnom brzinom. Nakon koliko ¢e sati jedna od svijeca biti tri puta visa od druge?

40 45 63 47
A) = B) o C) % D)3 E) ”

Rjesenje: A
Oznacimo visinu obiju svijeca prije paljenja s v.
. , e, . .. X . .. , .. X -
U x sati prva Ce svijeca izgorjeti 3 Svoje visine pa ce biti v — i visoka.

U x sati druga Ce svijeca izgorjeti g svoje visine pa ¢e biti v — Ev visoka.

- e, ve el X X .y ve 4. 40
Trazimo x za koji ¢e vrijediti 3 (v - Zv) = v =7V, izCega slijedi x = o

Pitanja za 5 bodova:

17.

[Ceska] Andrej ima Sest kartica. Na svakoj je Kartici sa svake strane napisan jedan broj. Parovi brojeva na
karticama su (5,12), (3,11), (0,16), (7,8), (4,14) i (9,10). Kartice se mogu staviti na prazna mjesta na slici u
bilo kojem redoslijedu, okrenute na bilo koju stranu. Koji je najmanji rezultat koji Andrej moze dobiti?

oo I

A) —23 B) —24 C) —25 D) —26 E) —27

Rjesenje: D

Uzmimo da su na jednoj kartici napisani brojevi a i A takvi da je a < A, a na drugoj kartici brojevi b i B takvi da
jeb<B.Akojea+A<b+B,ondajea—B<b—A.

Zato ¢emo na prva tri mjesta postaviti manje brojeve s tri kartice s najmanjim zbrojem brojeva na njima (3,7 i 0),
a na preostala tri mjesta vece brojeve s preostalih kartica (12,14 i 10). Dobivamo rezultat —26.



18. [Australija] Klokan rjesava jednadzbu ax? + bx + ¢ = 0, a Dabar jednadzbu bx? + ax + ¢ = 0, gdjesua,b i c
medusobno razli€iti cijeli brojevi i razli¢iti od nule. Ispostavilo se da te dvije jednadzbe imaju tocno jedno
zajednicko rjesenje. Koja od ponudenih izjava mora biti to¢na?

A) Zajednicko rjeSenje mora biti 0.

B) Jednadzba ax? + bx + ¢ = 0 ima to¢no jedno rjesenje.
C)a>0

D)b<O0

E)a+b+c=0

Rjesenje: E

Neka je t zajedni¢ko rjesenje dviju zadanih kvadratnih jednadzbi. Onda vrijedi at? + bt + ¢ = bt? + at + c, {j.
(a—b)t(t—1)=0.Znamodajea # b. 1z ¢ # 0 slijedi t # 0. Preostajesamot —1 =0, tj. t = 1.

Ako je 1 rjesenje jednadzbe ax? + bx + ¢ = 0, onda vrijedia + b + ¢ = 0.

X

) \ Jaze
19. [Australija] Papirnatu vrpcu dugacku 12 c¢m i Siroku 2 cm |
presavinemo tako da njena dva dijela budu pod pravim kutom, kao ~  ~_ | [ 77

na slici. Koliko iznosi najmanja moguca udaljenost od X do Y, u cm?

Y
A) 612 B) 7v2 C) 10 D) 8 E)6++v2
X Z

RjeSenje: B
Uoc¢imo pravokutni trokut YZX. Zbroj duljina njegovih kateta iznosi 14.
Hipotenuza ¢e biti najmanja moguca ako se radi o jednakokra¢nom

trokutu. U tom je slucaju XY = 7v/2.

20. [Australija] Rajka ima nekoliko simetri¢nih 12-stranih igra¢ih kockica sa stranama ozna¢enima prirodnim
brojevima od 1 do 12. Vjerojatnosti pojavljivanja svakog od tih brojeva medusobno su jednake. Kada ih baca sve
odjednom, vjerojatnost da padne samo jedan broj 12 jednaka je vjerojatnosti da ne padne niti jedan broj 12.
Koliko kockica ima Rajka?

A)8 B) 9 C) 10 D) 11 E) 12

Rjesenje: D
Neka Rajka ima n kockica.

1 -1 -1
Onda je vjerojatnost da padne samo jedan broj 12 jednaka (’11) . ( ) . (E)n ==. (E)n :

L
12 12 12
Lo . . 11\
Vjerojatnost da ne padne niti jedan broj 12 iznosi (E) .

. . oooon A\l oannt. e
Stoga imamo jednadzbu — - (E) = (E) iz koje proizlazi n = 11.

21. [Australija] Za realne brojeve x, y i z vrijede jednakosti 2* = 3,2Y = 7,6% = 7. Koji od ponudenih izraza
vrijedi?
=2 =% =Y _ =X —y—2
A)Z_1+x B) z y-l-l C)z . 1 D) z p— E)yz=1y -
Rjesenje: A

Znamo daje x =log, 3,y =log, 7,z = logy 7.

. log, 7
Takoder znamo da je z = logg 7 = —22— = —2— = Y =2
log, 6 logy(2:3) log, 2+log;, 3 1+x




22.

23.

24,

[Gr¢ka] Inicijalno je u svaki od osam kvadrati¢a na papiru upisan broj 0. U svakom potezu odabiremo Cetiri
uzastopna kvadrati¢a od njih osam te brojevima upisanim u njima pribrajamo 1. Na slici je prikazano stanje
nakon odredenog broja poteza, no tinta je prekrila neke brojeve. Koji je broj u kvadrati¢u oznacenom upitnikom?

) 30 4Q(ﬁ36 ({7\ 14
RS

A) 24 B) 30 C) 36 D) 48 E) Nista od navedenog.

Rjesenje: A
Nakon a poteza s prva Cetiri kvadrati¢a, b poteza s druga Cetiri kvadratica, ..., e poteza sa zadnja Cetiri
kvadrati¢a, imat ¢emo situaciju kao na slici:

A B C D FEF F G H

a+b bte
a a+b |at+b+te ctd+e| dte [
+e+d| +d+e

Gledajuéi kvadrati¢e B i C uo¢avamo da je ¢ = 12. Nadalje, broj u kvadrati¢u G dobit ¢emo oduzimanjem broja
c od broja koji se nalazi u kvadratic¢u F. RjeSenje je broj 36 — 12 = 24,

[Greka] Za funkciju f: R — R vrijedi f(20 — x) = f(22 + x) za svaki realan broj x. Poznato je da funkcija f
ima samo dvije nultoc¢ke. Koliko iznosi zbroj tih dviju nulto¢aka?

A) -1 B) 20 C) 21 D) 22 E) Nista od navedenog.

RjeSenje: E

Uogimo da vrijedi (21 — (x + 1)) = f(21 + (x + 1)), tj. f(21 — t) = f(21 + t). Zakljucujemo da je pravac
x = 21 os simetrije grafa funkcije f. Nultocke su onda takoder simetri¢ne s obzirom na taj pravac, tj. iznose

21 —ai 21 + a. Njihova je suma 42.

[Australija] KruzZnica je s 12 to¢aka podijeljena na 12 jednakih dijelova. Koliko ima trokuta kojima su vrhovi u
tim toCkama, a koji imaju kut mjere 45°?

A) 48 B) 60 C) 72 D) 84 E) 96

RjesSenje: D

Promotrimo problem na naéin da trazimo obodne kutove mjere 45° nad tetivama dobivenim povezivanjem
zadanih tocaka. To zna¢i da ¢e njemu pripadni sredi$nji kut iznositi 90°. Sredi$nji kut mjere 90° dobit ¢emo
povezivanjem bilo koje od danih to¢aka s onom koja je za 3 toCke dalje od nje (pripadni je luk ¢etvrtina
kruznice). Spajanjem krajeva jedne takve tetive s bilo kojom tockom na duljem luku kruznice dobit ¢emo trokut u
kojem je barem jedan kut mjere 45°, njih 8. Za 12 tetiva to je 12 - 8 = 96 trokuta, no one jednakokraéne brojili
smo dva puta pa ¢e konacan rezultat biti 96 — 12 = 84.

Obavijesti o rjeSenjima zadataka 1 rezultatima mogu se na¢i na mreznim stranicama HMD-a.
http://www.matematika.hr/klokan/2024/
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